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VIII Nomenklatur 

Nomenklatur 

Nachfolgend werden die wichtigsten Abkürzungen, Indizes und Variablen der vorliegenden 

Arbeit zusammengestellt. Die Einheiten aller mit * gekennzeichneten Variablen hängt von 

der jeweils vorliegenden Größe etc. ab und sind damit individuell festzulegen. 

Abkürzungen 

Abw  Abweichung 

ADCATS  Association for the Development of Computer-Aided Toleranc-

ing Software 

CAD  Computer-Aided Design 

CAE  Computer-Aided Engineering 

CAT  Computer-Aided Tolerancing 

COP  Coefficient of Prognosis 

DLM  Direct Linearization Method 

EFAST  Extended Fourier Amplitude Sensitivity Test 

FAST  Fourier Amplitude Sensitivity Test 

FE  Finite Elemente 

FEA  Finite-Elemente-Analyse 

FG  Freiheitsgrad 

GA  Genetischer Algorithmus 

GPS  Geometrische Produktspezifikation 

HDMR  High Dimension Model Representation 

HLM  High-Low-Median 

KFZ  Kraftfahrzeug 

KNN  Künstliches Neuronales Netz / Künstliche Neuronale Netze 

KOS  Koordinatensystem 

LHS  Latin-Hypercube-Sampling 

MM  Meta-Modell 

MSE  Mean Squared Error (deutsch: mittleres Fehlerquadrat) 

MS  Mittelwertverschiebung einer zufälligen Toleranz 

OSG  Obere Spezifikationsgrenze 

PSO  Partikelschwarm Optimierung 

PKW  Personenkraftwagen 

R²  Bestimmtheitsmaß 

RRSS  Repeated Random Sub Sampling 

RSM  Response Surface Methodology 
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Nomenklatur IX 

RSS  Root-Sum-Square 

SM  Schließmaß 

SPC  Statistische Prozesskontrolle 

SULEV  Super Ultra Low Emissions Vehicle  

(KFZ-Emissionsklasse in Kalifornien) 

SVR  Support Vector Regression 

SW  Schwerpunkt eines massebehafteten Körpers 

USG  Untere Spezifikationsgrenze 

VDI  Verein deutscher Ingenieure 

WW  Wechselwirkung (zwischen zwei Abweichungen) 

 

Indizes 

1, 2, 3, …   Zählindex 

1-B1-A  Überführung des KOS 1-B in das KOS 1-A (Beispiel) 

glob  zugehörig zum globalen Koordinatensystem des Ventiltriebs 

Leitpartikel  Leitpartikel (PSO) 

opt  optimal 

rot  rotatorisch 

SM  Schließmaß 

sys  systematisch 

trans  translatorisch 

zuf  zufällig 

 

Variablen 

Symbol Bedeutung Einheit 

+3σ Oberes +3σ-Quantil einer Häufigkeitsverteilung * 

-3σ Unteres -3σ-Quantil einer Häufigkeitsverteilung * 

Abmideal,i Idealwert der i-ten Abmessung eines Einzelteils * 

Aj Erster Fourier-Koeffizient (EFAST) - 

Bj Zweiter Fourier-Koeffizient (EFAST) - 

BL$,i Beitragsleister zu den Fertigungskosten der i-ten Toleranz % 

BLi,arith Arithmetischer Beitragsleister der i-ten zufälligen Toleranz % 

BLi,HLM Beitragsleister der i-ten zufälligen Toleranz (nach HLM) % 

BLi,red Beitragsleister der i-ten Toleranz (nach %-Reduction) % 

BLσ,i Statistischer Beitragsleister der i-ten zufälligen Toleranz % 
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X Nomenklatur 

c, c
*
 Maximal zulässige Ausschussraten im Betrieb - 

Ci Toleranzmittenwert der i-ten zufälligen Toleranz * 

ci
k
 Erfahrung des i-ten Partikels bei der k-ten Iteration (PSO) € 

cNeben Grenzwert der Optimierung für die Ausschussrate - 

Cov Kovarianz * 

cp Prozessfähigkeitsindex cp - 

cpk Prozessfähigkeitsindex cpk - 

cpr Prozessrobustheitsindex - 

cziel Grenzwert der Optimierung für die Fertigungskosten € 

D Steifigkeit der Ventilfeder N/mm° 

D0 Steifigkeit der Ventilfeder bei Betriebsbeginn (tB = 0 s) N/mm° 

DefX, DefZ Komponenten der el. Deformation des Schlepphebels mm 

dF Ermüdungsrate der Ventilfeder % 

dGL Innendurchmesser des Gleitlagers im Nockenwellenlager mm 

dVT Durchmesser des Ventiltellers mm 

E(SM) Erwartungswert des Schließmaßes * 

F Kraft N 

f(…) Funktion von (…) - 

FK Kontaktkraft Stößel/Ventil N 

FX Komponente der Kraft im Nockenwellenlager N 

FY Komponente der Kraft im Nockenwellenlager N 

g Senkrechter Abstand: Kontaktfläche Schlepphebel/Nocke 

zu Mittelpunkt der Schlepphebellagerung 

mm 

j Trägheitskonstante (PSO) - 

k Koeffizient der Toleranz-Kosten-Modelle * 

K Kovarianzmatrix - 

k Anzahl der Wiederholungen einer Split Validation (bei 

Wahl einer k-fold Cross Validation) 

- 

k(tB) Verschließ des Schlepphebels zum Betriebszeitpunkt tB mm 

K(Ti) Fertigungskosten der i-ten zufälligen Toleranz € 

Kfix Fixkosten der i-ten zufälligen Toleranz € 

Kind Individuelle Kosten der i-ten zufälligen Toleranz * 

Kmax Kostengrenze  € 

KProzess#i Anfallende Kosten mit dem i-ten Fertigungsverfahren * 

Ktotal Gesamte Fertigungskosten der Tolerierung € 

Kvar Variable Kosten der i-ten zufälligen Toleranz € 
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Nomenklatur XI 

Kvar,ges Summe der variablen Kosten aller zufälligen Toleranzen € 

kβ Anzahl der Regressionskoeffizienten (RSM) - 

lrw Betrag der Rechtwinkligkeitsabweichung mm 

lSH Länge des Schlepphebels mm 

lV Ventillänge mm 

M Anzahl der Oberschwingungen (im Rahmen von EFAST) - 

m Koeffizient der Toleranz-Kosten-Modelle * 

m Anzahl der Wiederholungen (RRSS) - 

m Anzahl der auftretenden Abweichungen - 

m Anzahl der Wiederholungen der Split-Validation bei RRSS - 

max Maximale Prognosegüte der m erzeugten Meta-Modelle % 

mg Anzahl der Generationen (GA und PSO) - 

Mi i-tes abweichungsbehaftetes Merkmal eines Einzelteils 

bzw. einer Baugruppe 

* 

Mi i-te homogene 4x4 Transformationsmatrix - 

mi Gewichtungsfaktor der Mittelwertverschiebung der i-ten 

zufälligen Toleranz (Toleranz-Kosten-Optimierung) 

* 

mOpt Anzahl an Startpunkten (bei Wahl lokaler Optimierung) - 

MST,d Mittelwertverschiebung der Nockenexzentrizitätstoleranz mm 

MST,dF Mittelwertverschiebung der Toleranz der Ermüdungsrate  % 

MST,S Mittelwertverschiebung der Toleranz des Spiels im No-

ckenwellenlager 

mm 

MST,V Mittelwertverschiebung der Toleranz der Ventillänge mm 

MST,v100 Mittelwertverschiebung der Toleranz der Ölviskosität 

(100°C) 

mm²/s 

MST,v40 Mittelwertverschiebung Toleranz der Ölviskosität (40°C) mm²/s 

MST,ρV Mittelwertverschiebung der Toleranz der Dichte des Ven-

tils (bei 20°C) 

kg/dm³ 

MSTi Mittelwertverschiebung der i-ten zufälligen Toleranz * 

µ Mittelwert (erstes statistisches Moment) * 

n Anzahl der Samples eines Statistischen Versuchsplans - 

Ni Nennwert der der i-ten zufälligen Toleranz * 

NKW Drehzahl der Kurbelwelle 1/min 

nLHS Sampleanzahl (gemäß eines Latin-Hypercube-Samplings) - 

nNW Drehzahl der Nockenwelle 1/min 

nsteps Anzahl der Zeitschritte (Diskretisierung der Bewegung) - 
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XII Nomenklatur 

NTest Anzahl der Testsamples (Prognosegüte von Meta-Modell) - 

nV Anzahl verdeckter Schichten (KNN) - 

P Druckbelastung im Kontakt Stößel/Ventil N/mm² 

p(…) Wahrscheinlichkeitsdichte von (…) * 

PK Verbrennungsdruck im Brennraum des Motors bar 

R Residuum * 

rNW,gr Radius des Grundkreises der Nockenwelle mm 

rNW,kl Radius der Nocke mm 

rSt Stößelradius mm 

Si Haupteffekt der i-ten zufälligen Toleranz - 

SM Schließmaß (funktionsrelevante Eigenschaft des Produkts) * 

SMTi,high Oberer Schließmaßwert (für HLM-Analyse) * 

SMTi,low Unterer Schließmaßwert (für HLM-Analyse) * 

SNW Spiel im Nockenwellenlager mm 

STi Totaleffekt der i-ten zufälligen Toleranz - 

sV Ventilspiel mm 

t Zeit s 

TρV Toleranz der Dichte des Ventils (bei 20°C) kg/dm³ 

T<NW Toleranz der Winkelabweichung der Nockenwelle ° 

T┬ Rechtwinkligkeitstoleranz des Ventiltellers zur Ventilachse mm 

tAnalyse Betrachtete Zeitdauer der Bewegung in der „Integrierten 

Toleranzanalyse bewegter Systeme“ nach [Stu11] 

s 

tB Betriebszeitpunkt s 

TB Gesamte Betriebsdauer s 

Td Toleranz der Nockenexzentrizität mm 

TdF Toleranz der Ermüdungsrate der Ventilfeder % 

Ti Toleranz des i-ten Merkmals eines Einzelteils bzw. einer 

Baugruppe, das einer zufälligen Abweichung unterliegt 

* 

Tlim Minimal mögliche Toleranz eines Fertigungsverfahrens * 

TP Periodendauer einer systematischen Abweichung s 

tPos Betrag der Positionsabweichung mm 

TPos Positionstoleranz der Schlepphebelrotationsachse mm 

TS Toleranz des Spiels im Nockenwellenlager mm 

TSM Schließmaßtoleranz * 

TV Toleranz der Ventillänge mm 

Tv100 Toleranz der Ölviskosität (bei 100°C) mm²/s 

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


Nomenklatur XIII 

Tv40 Toleranz der Ölviskosität (bei 40°C) mm²/s 

tVerl Betrag der Verlagerung der Nockenwelle im Gleitlager mm 

tZ Zyklusdauer eines Bewegungszyklus eines Mechanismus s 

V Varianz (im Rahmen der globalen Sensitivitätsanalyse) * 

V~i Komplementäre Varianz der i-ten Toleranz (EFAST) * 

v100 Ölviskosität (bei 100°C) mm²/s 

v40 Ölviskosität (bei 40°C) mm²/s 

VarSM,Ti Schließmaßvarianz aufgrund der i-ten zufälligen Toleranz * 

vi
k
 Geschwindigkeit des i-ten Partikels bei der k-ten Iteration 

(PSO) 

* 

vx,y,z Translatorische Vorschubgeschwindigkeit mm/s 

Vωi Partielle Varianz (im Rahmen von EFAST) * 

w Gewichtungsfaktor (SVR) - 

w Stößelabstand  mm 

wi Gewichtungsfaktor der i-ten Eingangsgröße (KNN) * 

xglob,P,ideal x-Koordinate des Punktes P für einen idealen (nicht ab-

weichungsbehafteten) Ventiltrieb im globalen KOS 

mm 

xi Wert des Schließmaßes des i-ten Einzelteils bei Fertigung 

von n Teilen 

* 

xideal,i Idealwert des i-ten abweichungsbehafteten Merkmals * 

xi
k
 Position des i-ten Partikels bei der k-ten Iteration (PSO) * 

xNW x-Komponente des Abstandes der Schlepphebellagerachse 

zur Achse des Nockenwellenlagers 

mm 

xP x-Koordinate des Punktes P im globalen KOS mm 

xp‘ x-Koordinate des Punktes P‘ im globalen KOS mm 

yglob,P,ideal y-Koordinate des Punktes P für einen idealen (nicht ab-

weichungsbehafteten) Ventiltrieb im globalen KOS 

mm 

YMM Prognostizierte Zielgröße (durch Meta-Modell) * 

yNW y-Komponente des Abstandes der Schlepphebellagerachse 

zur Achse des Nockenwellenlagers 

mm 

yP y-Koordinate des Punktes P im globalen KOS mm 

yP‘ y-Koordinate des Punktes P‘ im globalen KOS mm 

YTest Tatsächliche Zielgröße (Prognosegüte von Meta-Modell) * 

Z(x) Individuelle lokale Abweichung an der Stelle x (Kriging) * 

αi, αi* Lagrange Multiplikatoren (SVR) - 

βi Regressionskoeffizient (RSM) * 
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XIV Nomenklatur 

βw, βw
*
, δw, 

εw
*
, εw

**
 

Hilfswinkel zur mathematischen Beschreibung des höher-

wertigen Kontakts Nocke/Schlepphebel 

° 

γ Schiefe (drittes statistisches Moment) * 

γw Öffnungswinkel der Nocke ° 

δ Richtungswinkel der Verlagerung der Nockenwelle ° 

Δd Nockenexzentrizität mm 

δel Elastische Abplattung des Ventils (Kontakt Stößel/Ventil) mm° 

ΔlV,Temp Temperaturbedingte Geometrieänderung des Ventils mm 

ΔNW Winkelabweichung der Nockenwelle ° 

Δx, Δy, Δz Translatorische Abstände zweier Koordinatensysteme mm 

ε Normierter Betrag der Verlagerung der Nockenwelle - 

ε(u) Globaler Fehler an der Stelle u (kriging) * 

ϑ Betriebstemperatur °C 

λa Gewichtungsfaktor (Kriging) - 

ξ Schlupfvariablen (SVR) - 

ρV Dichte des Ventils (bei 20°C) kg/dm³ 

σ Standardabweichung (zweites statistisches Moment) * 

σ² Varianz * 

τ Wölbung (viertes statistisches Moment) * 

τ Ausrichtwinkel der Nockenwelle gegenüber Schlepphebel ° 

φ Auslenkungswinkel des Schlepphebels ° 

φi Phasenverschiebung (im Rahmen von EFAST) - 

φKW Kurbelwinkel ° 

φNW Nockenwinkel ° 

φNW,ab Nockenwinkel (Abheben der Nocke auf Schlepphebel) ° 

φNW,auf Nockenwinkel (Aufsetzen der Nocke auf Schlepphebel) ° 

φPos Richtung der Positionsabweichung ° 

φrw Richtung der Rechtwinkligkeitsabweichung ° 

φx, φy ,φz Winkel zwischen den Achsen zweier Koordinatensysteme °; rad 

ωi Frequenz der i-ten Oberschwingung (EFAST) Hz 

ωx,y,z Winkelgeschwindigkeit um x-, y- oder z-Achse eines KOS rad/s 
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 Zusammenfassung XV 

Zusammenfassung 

Trotz aller technischen Errungenschaften sind Abweichungen von Bauteilen aufgrund der 

Unerreichbarkeit einer ideal maßhaltigen Fertigung unvermeidbar. Die Montage dieser Ein-

zelteile führt somit zwangsweise zu einem Produkt, dessen ästhetische Wertigkeit und/oder 

Funktionserfüllung während der Nutzung vom angestrebten Ideal abweicht. Hieraus er-

wächst für den Produktentwickler die Verantwortung, maßliche und geometrische Abwei-

chungen der Einzelteile durch die gezielte Vergabe von Toleranzen zu begrenzen. Jedoch 

ist festzuhalten, dass gegenwärtig bestehende Methoden der statistischen Toleranzrechnung 

in Leistungsfähigkeit und Anwendbarkeit – insbesondere hinsichtlich des Bewegungsver-

haltens abweichungsbehafteter Mechanismen – stark limitiert sind. Ziel der vorliegenden 

Arbeit ist es demnach, den Produktentwickler sowohl bei der statistischen Toleranzanalyse 

(einer bestehenden Tolerierung) als auch bei der statistischen Toleranzsynthese (d. h. der 

Vergabe kostenoptimaler Toleranzen) eines abweichungsbehafteten Mechanismus zu unter-

stützen. Der Autor schlägt hierfür eine dreistufige methodische Vorgehensweise vor. 

Die vorgestellte Toleranzanalyse abweichungsbehafteter Mechanismen ermöglicht neben 

der Analyse von zufälligen Abweichungen fortan auch die Berücksichtigung möglicher 

Wechselwirkungen zwischen Abweichungen und deren Auswirkungen auf den Mechanis-

mus. Darüber hinaus ist anhand einer modifizierten Toleranzanalyse-Methode die Tole-

ranzanalyse der gesamten Betriebsdauer des Mechanismus möglich. Zudem können die 

numerischen Aufwände der Toleranzsimulationen durch den gezielten Einsatz von Meta-

Modellen (allen voran Künstliche Neuronale Netze) signifikant reduziert werden. 

Auf Basis der Ergebnisse der vorhergehenden Toleranzsynthese abweichungsbehafteter 

Mechanismen, lassen sich mittels des WALTER-HILLER-Diagramms, bisher noch ungenutzte 

Potentiale zur weiteren Reduzierung der Fertigungskosten identifizieren. Die Notwendig-

keit zur Modifikation der bestehenden Tolerierung (im Rahmen einer Toleranzsynthese) 

kann somit abgeleitet und begründet werden. 

Die Toleranzsynthese abweichungsbehafteter Mechanismen erlaubt abschließend die Iden-

tifikation der kostenoptimalen Tolerierung durch Lösung eines zeitabhängigen Toleranz-

Optimierungsproblems. Der Einsatz mathematischer Algorithmen (z. B. Partikelschwarm 

Optimierung) dient hier der Lösung des viel zitierten Toleranz-Kosten-Konflikts „so eng 

wie nötig, so weit wie möglich“. Ein Vorschlag zur Visualisierung und Repräsentation der 

Ergebnisse statistischer Toleranzsimulationen schließt das Vorgehen. 

Die Anwendung der entwickelten Vorgehensweise zur „Toleranzanalyse und Toleranzsyn-

these abweichungsbehafteter Mechanismen“ wird am Beispiel des abweichungsbehafteten 

Ventiltriebs eines Vier-Takt-Verbrennungsmotors im Detail aufgezeigt und diskutiert. 
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XVI Abstract 

Abstract 

Imprecise manufacturing processes lead to parts that differ in their dimensions and shape. 

The assembly of these parts, in consequence, results in products whose aesthetic quality 

and/or functionality during their use do not meet the ideal that is sought. As a consequence, 

the product developer has to specify appropriate tolerances to limit these deviations, and 

thus, to ensure the adequate functional and aesthetic quality of the final products. However, 

existing and established methods of statistical tolerance simulations are currently still lim-

ited concerning performance and possible fields of applications; in particular, the kinematic 

behavior of non-ideal mechanisms must be highlighted. 

The aim of this thesis is to provide adequate support for the product developer in analyzing 

the effects of deviations (tolerance analysis) as well as in identifying the cost-optimal toler-

ance design (tolerance synthesis) of time-dependent mechanisms. Therefore, the author 

proposes a comprehensive methodology consisting of three main steps. 

The tolerance analysis of mechanisms enables the product developer to analyze the effects 

of random and systematic deviations as well as the interactions between these deviations 

and their effects on a certain functional key characteristic of a mechanism. Furthermore, a 

modified tolerance analysis method allows the consideration of the mechanism’s entire use. 

In order to significantly reduce the time and numerical costs, surrogate models (such as 

artificial neural networks) of the appearing systematic deviations are integrated into the 

approach. 

In the following step, the results of the previous tolerance analysis are used to establish the 

so-called WALTER-HILLER-diagram. This visualization provides information about previ-

ously unused potential to reduce the resulting manufacturing costs caused by the given tol-

erance design. Hence, the necessity of a tolerance re-design (using a tolerance synthesis) is 

justified and the expected cost benefit is illustrated. 

Finally, the tolerance synthesis of mechanisms provides the cost-optimal tolerance design 

by finding the best solution for a time-dependent tolerance-optimization problem. There-

fore, global optimization techniques (such as particle swarm optimization) are applied. 

Moreover, a recommendation on the result representation and documentation of tolerance 

simulations of mechanisms is given. 

The thesis concludes with the practical use of the tolerance analysis and tolerance synthe-

sis of mechanisms for a valve train inside a four-stroke combustion engine, whose parts are 

affected by random as well as systematic deviations. 
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Abweichungen und deren Begrenzung durch Toleranzen in der Produktentwicklung 1 

1 Abweichungen und deren Begrenzung durch Toleranzen in der 

Produktentwicklung 

Technologieunternehmen des deutschen Maschinenbaus setzen seit vielen Jahrzehnten 

weltweit Standards [Schl11]. Sie stehen in zahlreichen Ländern für Produkte und Dienst-

leistungen von herausragender Qualität, Beständigkeit und Präzision. Die Bundesregierung 

nennt den Maschinenbau nicht ohne Grund „einen der wichtigsten Industriezweige in 

Deutschland“ [Bun07]. Dennoch stellt der starke globale Wettbewerb deutsche Unterneh-

men vor vielfältigste und sich ständig ändernde Herausforderungen. Somit ist es insbeson-

ders für den „Innovationsstandort Deutschland“ [BMW14] essentiell, innovative Produkte 

von höchster Qualität in kurzer Zeit im nachhaltigen Umgang mit Ressourcen zu entwi-

ckeln und zu produzieren.  

„Der größte Feind der Qualität ist die Eile“ 

HENRY FORD (*1863, †1947) 

Trotz aller technischen Entwicklungen und bemerkenswerten Errungenschaften sind den-

noch Fehler und Unsicherheiten bei der Entwicklung und Herstellung technischer Produkte 

(u. a. aufgrund der menschlichen Natur und der Grenzen des technisch Machbaren) auch 

gegenwärtig unvermeidlich. Agieren Produktentwickler, Werker, Monteure, Qualitätsprüfer 

etc. zudem noch unter Zeit-, Kosten- und Erfolgsdruck, so mögen sich selbst kleinste Unzu-

länglichkeiten akkumulieren und mitunter dramatische Folgen nach sich ziehen. Diese gilt 

es zum Wohle des Kunden und des Unternehmens zu vermeiden, anstatt sie zu verantwor-

ten. 

Im Sinne des Predictive Engineering nach WARTZACK – der möglichst frühzeitigen Vor-

hersage der Produkteigenschaften zur Absicherung eines Produktes – erwächst diese Ver-

antwortung insbesondere in der Produktentwicklung [War00]. Der Produktentwickler ist 

heutzutage folglich weit mehr als ein Konstrukteur, der lediglich Produkte und deren Ein-

zelteile gestaltet sowie die erforderlichen Fertigungsverfahren definiert. Er sieht sich zu-

nehmend vielfältigen und verantwortungsvollen Aufgaben gegenüber [Vaj09]: Er analysiert 

und optimiert Produkteigenschaften, trifft Entscheidungen, erwägt Kompromisse, doku-

mentiert Wissen, kommuniziert domänenübergreifend, ergreift Maßnahmen zum Schutz 

von Nutzer, Umwelt und Wissen, etc. Die schiere Vielfalt dieser Aufgaben erfordert jedoch 

sowohl ein unbeherrschbares Fachwissen als auch die Fähigkeit des systematischen und 

methodischen Lösens dieser Aufgaben. Hier setzen die Forschungsarbeiten zur virtuellen 

Produktentwicklung an. Bereits seit vielen Jahrzehnten stellt diese dem Produktentwickler 
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2 Abweichungen und deren Begrenzung durch Toleranzen in der Produktentwicklung 

Methoden und (mittlerweile zumeist rechnerunterstützte) Werkzeuge zur Verfügung, sodass 

er die an ihn gestellten Aufgaben und herangetragenen Problemstellungen systematisch, 

effizient und nachvollziehbar bewältigen kann [And11, Mee11]. 

Nach CEGRAREK et al. lassen sich bis zu 70 % aller erforderlichen konstruktiven Änderun-

gen auf maßliche und geometrische Abweichungen von Einzelteilen und deren Auswirkun-

gen auf das spätere Produktverhalten zurückführen [Ceg04]. Geometrische Abweichungen 

und deren Auswirkungen auf das Produkt sind in allen Phasen der Produktentwicklung all-

gegenwärtig (Bild 1.1) [War11]. Bereits mit Beginn der Fertigung sind Abweichungen der 

Einzelteile aufgrund der Unerreichbarkeit einer ideal maßhaltigen Fertigung unvermeidbar. 

Die anschließende Montage dieser abweichungsbehafteten Einzelteile führt somit zwangs-

weise zu einem Produkt, dessen ästhetische Wertigkeit und/oder Funktionserfüllung wäh-

rend des Betriebs vom angestrebten Ideal abweicht. 

 

Bild 1.1: Lebenszyklusorientierte Toleranzsimulation im Rahmen des Predictice Engineering 

nach [War11] 

Die Relevanz von Abweichungen und deren gezielter Begrenzung durch Toleranzen in der 

Produktentwicklung (im Rahmen des Predictive Engineering nach [War11], Bild 1.1) ist 

somit kaum bestreitbar. Ungeachtet dessen, ob es sich bei dem betrachteten Produkt um ein 

Gaspedal [US10] oder das Zündschloss [GM14] eines PKWs, hydraulische Rennradbrem-

sen [SRA14] oder um Injektoren zur parenteralen Applikation von Arznei in den menschli-

chen Organismus [Han14] handelt. So schreibt die BMW Group in ihrem Geschäftsbericht 

des Jahres 2011: „Zwei Millimeter. Das ist die maximale Toleranz, die wir in Summe dul-

den – bei einem Fahrzeug also, das aus Dutzenden Zuliefererteilen besteht und am Ende 

fast viereinhalb Meter Länge misst.“ [BMW11]. Ferner führt General Motors den Rückruf 

von 8,4 Millionen Fahrzeugen im Juni 2014 auf ein Toleranzproblem zurück und erklärt in 

der offiziellen Rückrufmeldung an die US Behörden: “A tolerance stack up condition exists 

between components internal to the cylinder which will allow some keys to be removed” 

[GM14]. 

Fertigung Montage Betrieb

Predictive Engineering

Produkt-

entwicklung
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Abweichungen und deren Begrenzung durch Toleranzen in der Produktentwicklung 3 

1.1 Problemstellung 

Umso mehr verwundert es, dass trotz dieser Relevanz das Toleranzmanagement in der in-

dustriellen Praxis zumeist ein Schattendasein fristet. Effizientes und ganzheitliches Tole-

ranzmangement ist kein selbstverständlicher Teil der Unternehmensphilosophie. Vielmehr 

wird es oftmals als mühsame Pflicht, die dem Produktentwickler obliegt, verstanden. Die 

Konsequenzen sind mitunter erheblich: So führt ungenügendes Toleranzmangement zu hö-

heren Kosten in Fertigung und Montage, schlechtem innerbetrieblichen Klima und damit 

voreingenommener Kommunikation, Funktionsmängeln und der Minderung der Wertigkeit 

der Produkte (geminderte Qualität) sowie schwindender Reputation des Unternehmens ge-

genüber bestehenden und zukünftigen Kunden und Partnern. Es lassen sich somit nach 

Meinung des Autors zwei wesentliche Beitragsleister zu diesem Dilemma identifizieren: 

 Die Relevanz der Toleranzen und damit des Toleranzmanagements ist noch nicht 

bis zu allen Entscheidungsträgern (z. B. im Management) vorgedrungen. Somit ste-

hen oftmals nur begrenzte Ressourcen und auch begrenztes Verständnis für erfor-

derliche Maßnahmen zur Verfügung. [Kro15a] 

 Es mangelt dem zuständigen Produktentwickler – trotz intensiver Forschungsarbei-

ten – noch an geeigneten Methoden und Werkzeugen, um schnell, zuverlässig und 

nachvollziehbar die Auswirkungen von Abweichungen für verschiedenste Frage-

stellungen zu beurteilen (Toleranzanalyse), zu optimieren (Toleranzsynthese) und 

dies bestmöglich zu kommunizieren (Ergebnisvisualisierung). 

Hierbei ist jedoch festzuhalten, dass durch die steigende Akzeptanz des Toleranzmanage-

ments bei Entscheidungsträgern zwar eine Verbesserung der Situation erreicht würde, je-

doch der Mangel an geeigneten Methoden und Werkzeugen weiterhin fortbestünde und 

damit einem erfolgreichen und ganzheitlichen Toleranzmanagement im Wege stünde. Zu-

dem sind Erfolge in der Anwendung der Toleranzsimulation unverzichtbar, um den Nutzen 

des Toleranzmanagements überhaupt positiv in der Hierarchie nach oben kommunizieren 

zu können. Somit ist es nach Meinung des Autors folgerichtig, sich in vorliegender Arbeit 

der Entwicklung von Methoden für den qualifizierten Produktentwickler – fortan als Tole-

ranzingenieur bezeichnet – zu widmen, um einen Beitrag zu einer erfolgreichen und ganz-

heitlichen Toleranzmanagement-Initiative in deutschen Unternehmen zu leisten. 

Bestehende Methoden und Werkzeuge der Toleranzsimulation sind bereits weit gediegen. 

Jedoch sind diese insbesondere für Produkte höherer Komplexität oftmals nicht ausreichend 

fortgeschritten. Besonders hervorzuheben sind hierbei bewegte Systeme – im Folgenden als 

Mechanismen bezeichnet. Abweichungen der Einzelteile eines Mechanismus führen unwei-
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gerlich zu einer Änderung des Bewegungsverhaltens. Der Toleranzingenieur steht somit vor 

der Aufgabe, die Auswirkungen der Abweichungen auf das Bewegungsverhalten des Me-

chanismus bereits während der Produktentwicklung zu analysieren und ggf. durch geeigne-

te Maßnahmen die Einhaltung der gestellten Anforderungen an die Genauigkeit der Bewe-

gung sicherzustellen. Jedoch erfordern Mechanismen – im Gegensatz zu den Leistungsum-

fängen derzeitig kommerziell verfügbarer Software-Werkzeuge – eine zeitabhängige Be-

trachtung der Auswirkungen von Abweichungen auf das Betriebsverhalten. Eine rein stati-

sche Betrachtung von lediglich einem, dem (mutmaßlich) ungünstigsten Zeitpunkt der Be-

wegung – wie gegenwärtiger Stand der Technik – ist hier nicht ausreichend. Neben ferti-

gungsbedingten Abweichungen beeinflussen auch zeitabhängige Abweichungen, wie sie 

üblicherweise während des Betriebs auftreten (z. B. Deformation), das Bewegungsverhalten 

eines Mechanismus. Zwar sind die Toleranzanalyse und -synthese von Mechanismen seit 

vielen Jahren Gegenstand von Forschungsarbeiten. Dennoch ist festzuhalten, dass die er-

forderlichen Methoden zu einer umfassenden statistischen Toleranzanalyse und -synthese 

eines abweichungsbehafteten Mechanismus über dessen gesamte Betriebsdauer hinweg 

aktuell nicht bestehen. 

Der Toleranzingenieur ist folglich derzeit weder in der Lage, die Auswirkungen der auftre-

tenden Abweichungen auf das Bewegungsverhalten eines abweichungsbehafteten Mecha-

nismus adäquat zu analysieren, noch die optimale (z. B. kostengünstigste) Tolerierung der 

Einzelteile des Mechanismus zu ermitteln. Dies ist umso kritischer, da der Toleranzingeni-

eur wesentlich häufiger vor der Aufgabe der Toleranzsynthese (also der gezielten Vergabe 

optimaler Toleranzen) anstatt der Analyse einer bestehenden Tolerierung steht [Cha88]. Die 

statistische Toleranzsynthese von zeitabhängigen Mechanismen ist somit von höchstem 

Stellenwert, jedoch aktuell nicht möglich. 

1.2 Aufgabenstellung 

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Toleranzingenieur durch eine methodische Vorge-

hensweise zur statistischen Toleranzanalyse und -synthese des Betriebsverhaltens abwei-

chungsbehafteter Mechanismen über deren gesamte Betriebsdauer hinweg zu befähigen. 

Darüber hinaus ist aufzuzeigen, wie die Ergebnisse der Toleranzsimulationen sowohl für 

die Dokumentation als auch für die Kommunikation mit weiteren Disziplinen des Unter-

nehmens darzustellen sind. Hierbei liegt das Augenmerk vor allem auf einer intuitiven und 

für Mitarbeiter ohne detailliertes Fachwissen einfach verständlichen Aufbereitung. 

Die praktische Anwendung der Methoden, die erforderlichen numerischen und zeitlichen 

Aufwände sowie die Aufwände bezüglich der erforderlichen Infrastruktur sollen am Bei-

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


Abweichungen und deren Begrenzung durch Toleranzen in der Produktentwicklung 5 

spiel eines abweichungsbehafteten Ventiltriebs eines Vier-Takt-Verbrennungsmotors auf-

gezeigt und diskutiert werden. Die Arbeit schließt mit der Zusammenstellung der Einschät-

zungen und Kritiken von Experten unterschiedlicher Tätigkeitsfelder der industriellen Pra-

xis, denen die in der vorliegenden Arbeit entwickelten Methoden und Werkzeuge vorge-

stellt wurden. Der inhaltliche Aufbau der Arbeit ist in Bild 1.2 dargestellt. 

 

Bild 1.2: Aufbau der Arbeit 

1.3 Der Toleranzingenieur 

Toleranzen gelten als das Bindeglied der Produktentwicklung und der Fertigung [Cha97, 

Zha07]. Jedoch sind weit mehr Disziplinen eines Unternehmens von der Toleranzvergabe 

betroffen. So ist trotz Abweichungen der gewünschte Automatisierungsgrad der Montage 

sicherzustellen, abweichungsbehaftete Bauteile müssen mit vorhandenen Mitteln geprüft 

werden und die Auswirkungen der Abweichungen auf Wartung und Instandhaltung der 

Produkte während des Gebrauchs müssen in Wartungsvorschriften miteinfließen. Zudem 

fordern Kunden Produkte von höchster Qualität und somit engen Toleranzen, während 

Partner und Zulieferer des Unternehmens möglichst weite Toleranzen anstreben. Der Um-
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gang und die Vergabe von Toleranzen sind somit höchst verantwortungsvolle Aufgaben mit 
weitreichenden Auswirkungen auf das Unternehmen und dessen wirtschaftlichen Erfolg. 

Vor diesem Hintergrund sieht der Autor – wie u. a. auch [Mea95, She05, Voß12, Lan13a] – 
die Arbeiten des Toleranzmanagements und deren Koordination in den Händen eines quali-
fizierten Produktentwicklers; den Toleranzingenieur. Dieser muss neben den grundlegenden 
Fähigkeiten des Produktenwicklers auch über eine ausreichende Methoden- und Werkzeug-
kompetenz sowie eine ganzheitliche Kenntnis aller Unternehmensbereiche verfügen. Dar-
über hinaus zeichnet sich der Toleranzingenieur durch seine Qualifikation in der interdis-
ziplinären Kommunikation aus. Der Umgang mit Toleranzen führt oftmals zu Problemen 
und differierenden Absichten und Strategien der beteiligten Disziplinen, Kunden und Part-
ner. Hier steht der Toleranzingenieur vor der verantwortungsvollen Aufgabe, den für alle 
Beteiligten bestmöglichen Kompromiss zu identifizieren, objektiv zu kommunizieren und 
argumentativ zu festigen. Der Toleranzingenieur ist somit sowohl Anlaufstelle für Kollegen 
und Partner als auch für Entscheidungsträger des Managements und damit ein essentielles 
Bindeglied im Unternehmen. Ein Auszug relevanter Qualifikationen des Toleranzingeni-
eurs ist in Bild 1.3 zusammengestellt. 

 

Bild 1.3: Ausgewählte Qualifikationen des Toleranzingenieurs 

Abschließend ist festzuhalten, dass der Toleranzingenieur hierbei keinesfalls nur männli-
chen Geschlechts ist. Der männliche Terminus findet lediglich aus Gründen der Übersicht-
lichkeit in der vorliegenden Arbeit Anwendung. Vielmehr verfolgt der Autor die Ansicht, 
dass – dem Wortlaut des VDI e.V. folgend – sowohl männliche als auch „weibliche Ingeni-
eure“ gleichermaßen damit verstanden werden [VDI12]. 
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2 Stand der Forschung und Technik 

Die nachfolgenden Ausführungen umfassen sowohl die erforderlichen (zumeist techni-

schen) Grundlagen zum vollständigen Verständnis der vorliegenden Arbeit als auch die 

Diskussion bestehender Forschungsarbeiten, die eine Einordnung der vorliegenden Arbeit 

in den Stand der Forschung ermöglichen.  

Zur globalen Einordnung der vorliegenden Arbeit wird in Kapitel 2.1 zunächst die ge-

schichtliche Entwicklung des Toleranzmanagements behandelt, wobei der Fokus auf den 

Forschungsaktivitäten der vergangenen 25 Jahre in Deutschland liegt. Die Ausführungen 

der Kapitel 2.2 bis 2.4 detaillieren die Toleranzanalyse und die Toleranzsynthese als die 

beiden Hauptaufgaben des Toleranzingenieurs [Sto11b]. Dem Einsatz von Meta-Modellen 

in rechnerunterstützten Toleranzsimulationen widmet sich Kapitel 2.5. Eine Zusammenstel-

lung bestehender Software-Werkzeuge zur Toleranzsimulation und die Diskussion deren 

Einsatzmöglichkeiten in Kapitel 2.6 schließt den Stand der Forschung und Technik. 

2.1 Geschichte des Toleranzmanagements 

Die Geschichte des Toleranzmanagements ist eng mit dem Fortschritt in Fertigung und 

Montage von Produkten und insbesondere der Herstellung von Werkzeugen und Waffen 

verknüpft. Die ersten Werkzeuge wurden in reiner Handarbeit bereits vor ca. 1 000 000 Jah-

ren gefertigt (einfache gespitzte Steine als Schneid- und Mahlwerkzeuge und für die Jagd) 

[Füt05]. Mit zunehmenden manuellen Fertigkeiten und Erfahrungen konnten auch komple-

xere Teile bearbeitet und ca. 8 000 v. Chr. miteinander gefügt werden (z. B. gespitzter Stein 

mit einem Holzstiel) [She38]. Die Herstellung von Produkten wurde dennoch bis weit ins 

20. Jahrhundert von der Einzelfertigung in manueller Handarbeit dominiert. Die Auswir-

kungen möglicher Abweichungen in Maß und Geometrie der Einzelteile auf die Montage 

und Funktion des Produktes wurden durch den erfahrenen Handwerker bereits bei der Her-

stellung ausgeglichen oder zumindest in gezielter Nacharbeit reduziert. Darüber hinaus 

stellte die zumeist vorliegende Individualfertigung (Stückzahl = 1) keine weiteren Anforde-

rungen an die Austauschbarkeit der Einzelteile. Erst mit der Einführung der Fließbandferti-

gung in extrem hoher Stückzahl, u. a. durch HENRY FORD im Januar 1914 [Spo60], gewann 

die Beherrschung von Abweichungen durch deren Limitierung mittels Toleranzen rasant an 

Bedeutung [For14]. 

2.1.1 Das Streben nach der vollständigen Austauschbarkeit von Einzelteilen 

Bereits im alten Ägypten (3 000 v. Chr.) wurde die Idee der vollständigen Austauschbarkeit 

bei der Herstellung von Pfeilen und Bögen geboren [She38]. Ziel war es, den Aufwand in 
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der Fertigung und die meist erforderlichen Anpassarbeiten der Pfeile an den jeweiligen Bo-

gen zu reduzieren. Jedoch wurde erst im 18. Jahrhundert in Frankreich der Austauschbau 

für Waffen u. a. durch JEAN-BAPTISTE VAQUETTE DE GRIBEAUVAL und HONORÉ BLANC 

vorangetrieben [Ald97]. Fälschlicherweise wird die erste erfolgreiche Umsetzung des Aus-

tauschbaus dem US-Amerikaner ELI WHITNEY zugeschrieben. WHITNEY trat am 8. Januar 

1801 vor den US State Congress, zerlegte zehn Musketen in deren Einzelteile und montier-

te anschließend eine neue Muskete aus willkürlich gewählten Einzelteilen [She86]. Der US 

State Congress zeigte sich äußerst beeindruckt und fühlte sich darin bestätigt, drei Jahre 

zuvor Whitney mit der Herstellung von 10 000 Musketen beauftragt zu haben. WHITNEYs 

Demonstration des erfolgreichen Austauschbaus wurde im Laufe der folgenden Jahre im-

mer wieder angezweifelt. Im Jahr 1979 belegten Historiker, dass WHITNEY die Einzelteile 

der Musketen vor der Demonstration gezielt manipuliert und somit den Congress getäuscht 

hat [Smi90, Lin05]. Dennoch ist die Demonstration von Whitney als eines der wichtigsten 

Ereignisse für das Qualitäts- und Toleranzmanagement und als Impulsgeber für eine Viel-

zahl an nachfolgenden Forschungsarbeiten zu sehen. Insbesondere, da kurz nach WHITNEYS 

Tod (†1825) dessen Rüstungsfirma den Austauschbau wirklich realisieren konnte. 

2.1.2 Die Begrenzung von Abweichungen durch Toleranzen (1840-1920) 

Während das Prinzip des Austauschbaus kleine Abweichungen der Bauteile tolerierte, do-

minierte zu Beginn des 19. Jahrhunderts das Bestreben, die vorgegebenen Idealmaße mög-

lichst exakt einzuhalten [She38]. Dieser, aus heutiger Sicht, unrealistische und überzogene 

Qualitätsanspruch konnte nur durch eine zeit- und kostenintensive Fertigung und die exten-

sive Nacharbeit erreicht werden. Der Austauschbau zeigte erstmals auf, dass die Qualität 

von Produkten auch unter Akzeptanz gewisser Abweichungen gewährleistet werden kann. 

Die damit einhergehende Kosteneinsparung in der Herstellung führte um 1840 zur Einfüh-

rung der sogenannten „go“-Toleranzen, die rund 30 Jahre später zu den „go / no-go“-

Toleranzen erweitert wurden [She38, Bat49]. Durch die Festlegung der oberen und unteren 

Spezifikationsgrenzen für ein abweichungsbehaftetes Maß wurde ein Intervall – die Tole-

ranz – definiert, innerhalb dessen das Maß als qualitativ ausreichend anzusehen war. Lag 

das Maß außerhalb des „go“-Intervalls, so entsprach das Bauteil nicht den geforderten Qua-

litätsansprüchen und wurde entweder nachgearbeitet oder musste als Ausschuss aussortiert 

werden. Anfangs des 20. Jahrhunderts wurde die Normung und Standardisierung von Bau-

teilen weltweit massiv vorangetrieben. Mit Beginn in Großbritannien (1901) wurden inner-

halb der folgenden 31 Jahre weitere 24 Organisationen zur Normung und Standardisierung 

gegründet [She38]. Als eines der ersten Ergebnisse wurde 1922 vom Deutschen Normen-

ausschuss das DIN-Passungssystem veröffentlicht [Schu47], das in veränderter Form noch 
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heute Bestand hat. Mit fortschreitender Standardisierung stieg auch die Notwendigkeit ei-

ner einheitlichen Spezifikation und Kennzeichnung von Toleranzen in technischen Zeich-

nungen und Skizzen, die erstmals zu Beginn des 20. Jahrhunderts geregelt wurde [Voe97]. 

Die Abkehr von der Idealfertigung führte in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts zu 

massiven Anstiegen der Ausschussquoten in der industriellen Herstellung. Dies begründete 

das zunehmende Bestreben, durch geeignete Methoden den zu erwartenden Anteil an Aus-

schuss zu bestimmen und diesen möglichst gering zu halten. Den wesentlichsten Beitrag 

hat hierzu die statistische Betrachtung der Tolerierung von Bauteilen und der Auswirkung 

von Abweichungen auf die Qualität des Endproduktes geleistet. 

2.1.3 Der Einzug der Statistik in die Toleranzrechnung und der Aufstieg des Au-

tomobilbaus (1900 – 1960) 

Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung hielten zu Beginn des 20. Jahrhunderts Einzug 

in nahezu jede Wissenschaft, einschließlich des Maschinenbaus [She38]. Insbesondere der 

schnell wachsende Automobilbau verlangte nach neuen Methoden, um die Herstellung und 

damit die Qualität der Fahrzeuge zu verbessern. Neben HENRY FORD ist vor allem HENRY 

M. LELAND zu nennen. Der Begründer der Automobilmarken Cadillac und Lincoln führte 

bereits 1908 den Austauschbau (durch den Gebrauch standardisierter Bauteile) ein und er-

möglichte damit erstmals die Vergabe von Herstellungsaufträgen an externe Zulieferbetrie-

be. Somit konnte fortan jeder Wagen von Cadillac und Lincoln von unabhängigen Werk-

stätten instandgehalten werden. Der Stellenwert dieser Neuerung für den Automobilbau 

wurde 1908 durch die Verleihung der renommierten Dewar Trohpy for precision and 

excellence in manufacturing durch den UK Royal Automobile Club unterstrichen [RAC14]. 

Bereits in den 1920er Jahren fanden erste Methoden der Statistik Anwendung bei der Ana-

lyse und Beherrschung von Qualitätsproblemen und zur Fabrikationskontrolle im Maschi-

nenbau (Automobilbau, optischer Apparatebau, Wehrtechnik etc.) [Tob07]. So begann 

DUDDING 1919 in England damit, statistische Methoden in Studien der Herstellung von 

Glühlampen aus Glas und Metall einzusetzen [Dud52]. In den USA wurde die statistische 

Betrachtung der industriellen Fertigung und Montage wesentlich durch SHEWHART voran-

getrieben, der u. a. 1924 die statistische Prozesslenkung (kurz: SPC) vorstellte [Dud40]. In 

Deutschland wurde der industrielle Einsatz statistischer Methoden erst 1927 durch die Ver-

öffentlichung des Lehrbuchs „Anwendungen der mathematischen Statistik auf Probleme 

der Massenfabrikation“ [Bec27] angestoßen [Tob07]. Der Umbruch im Denken deutscher 

Ingenieure in den Vorkriegsjahren wird wesentlich diesem Lehrbuch sowie dem 1931 er-

schienenen Lehrbuch SHEWHARTs [She31] zugesprochen [Gas04, Tob07]. 
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SHEWHART erläuterte in [She25] bereits 1925, dass die Qualität eines jeden Produktes wäh-

rend des Gebrauchs eine Funktion von den Qualitäten der verwendeten Einzelteile ist 

[She28]. Er begründete hiermit in [She28] die Notwendigkeit, die Auswirkungen von Ein-

zelteilabweichungen auf die Qualität des Produktes unter Berücksichtigung zugehöriger 

Wahrscheinlichkeitsverteilungen sowie zulässiger Ausschussquoten zu analysieren. Mit 

dieser Forderung begründete SHEWHART die statistische Toleranzanalyse in ihrer heute 

bekannten Form, auch wenn er diesen Terminus nicht explizit verwendete. 

In den verbleibenden Vorkriegsjahren wurde die statistische Toleranzrechnung zunehmend 

Gegenstand wissenschaftlicher Veröffentlichungen. So quantifiziert RÜDENBERG die Stärke 

des Einflusses jeder Abweichung auf die Streuung des Luftspalts zwischen Läufer und 

Ständer von Asynchronmotoren anhand des sogenannten „Beitrags“ jeder Abweichung 

[Rüd29]. Dieser Beitrag entspricht dem, heutzutage als Beitragsleister bekannten, essentiel-

len Ergebnis einer statistischen Toleranzanalyse. Hingegen untersuchte MOLINA den Ein-

fluss der Stichprobengröße auf die Aussagekraft der aus dieser Stichprobe gewonnenen 

Erkenntnisse und stellt klar, dass die Definition einer geeigneten Stichprobengröße, wie sie 

beispielsweise bei der Monte-Carlo-basierten Toleranzanalyse erforderlich ist, essentiell für 

verlässliche Ergebnisse ist [Mol35]. Die Methode der statistischen Toleranzsynthese (mit-

tels Root-Sum-Square; kurz: RSS) wurde erstmals 1936 von ETTINGER et al. im Detail dis-

kutiert und durch den Einsatz geeigneter Linearitätskoeffizienten bereits die Betrachtung 

nicht-linearer Maßketten ermöglicht [Ett36]. 

Während der Kriegsjahre reduzierten sich die Forschungsaktivitäten enorm bzw. fokussier-

ten sich auf die Herstellung von Rüstungsgütern [Bat47]. Jedoch beflügelten in den Folge-

jahren die neu aufblühende Automobilfertigung (insbesondere in den USA) sowie die rasch 

zunehmende Wirtschafts- und damit Kaufleistung in Europa (z. B. Wirtschaftswunderjahre) 

die Verbreitung der statistischen Toleranzrechnung in Forschung und industrieller Massen-

fertigung [Man63]. Bereits 1946 zeigt EPSTEIN die Grenzen der RSS-Toleranzrechnung auf 

[Eps46]. GIBSON quantifiziert den Vorteil der aus einer statistischen Tolerierung resultiert 

gegenüber einer Tolerierung auf Basis einer arithmetischen Analyse [Gib51], während 

STÖCKER dies zur Aufweitung von Einzeltoleranzen nutzt [Stö60]. Darüber hinaus erleich-

terten neue Methoden (z. B. Design of Experiments nach [Fis35]) und Erkenntnisse zur 

Anwendung statistischer Methoden (z. B. Ermittlung der notwendigen Samplezahl zur To-

leranzfestlegung durch [Wil41]) den Einsatz dieser zur Lösung von Toleranzproblemen 

[Dud40]. Zudem entwickelte sich ein zunehmend ganzheitliches Verständnis der Auswir-

kungen von Abweichungen auf technische Produkte. So verlangten DUDDING et al. vom 

Konstrukteur sowohl statistische Kenntnisse als auch ausreichend Erfahrungen bzgl. der 
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Fertigung und Montage von Produkten [Dud40]. RICE sieht den klassischen Toleranzkon-

flikt „so eng wie möglich, so weit wie möglich“ nur durch ein interdisziplinäres Team, be-

stehend aus u. a. Konstrukteuren, Fertigungsexperten und Statistikern, als lösbar [Ric44]. 

Dies stützt BATES am Beispiel einer erfolgreichen Zusammenarbeit von Konstruktion, Fer-

tigung, Qualitätssicherung, Controlling und Management [Bat47] und nennt in [Bat49] den 

finanziellen Mehraufwand der interdisziplinären Zusammenarbeit als klein gegenüber den 

Kosteneinsparungen die aus der erzielten verbesserten Toleranzvergabe resultieren. 

2.1.4 Die Rechnerunterstützung in der Toleranzrechnung (seit 1960) 

Mit der zunehmenden Verfügbarkeit von Großrechnern in den 1960er Jahren erlebten For-

schung und Entwicklung im Toleranzmanagement den wohl bislang größten Impuls. Beste-

hende und zudem etablierte Methoden und Ansätze [Eva74, Eva75a, Eva75b] konnten fort-

an implementiert und anschließend einfach und schnell angewendet werden. Somit ist nicht 

verwunderlich, dass binnen weniger Jahre die Forschungsarbeiten des Toleranzmanage-

ments massiv auf die Großrechnerunterstützung bauten. So nutzten MCGHEE et al. einen 

Großrechner, um die Auswirkungen von Fertigungstoleranzen auf Kosten und Funktion 

technischer Systeme zu analysieren [McG59]. Kurze Zeit später stellten HOPKINGS et al. 

sowie KNAPPE computer-basierte Assistenzsysteme für den Produktentwickler vor, welche 

u. a. die rechnerunterstützte, funktionsorientierte Toleranzanalyse ermöglichten [Hop62, 

Kna65]. Zudem verdeutlichte GROSSMANN die Vorteile der Monte-Carlo-Methode im 

Rahmen der statistischen Toleranzanalyse mittels eines Computers [Gro76]. Neben der To-

leranzanalyse profitierte jedoch insbesondere die Toleranzsynthese von den schier unbe-

grenzten Möglichkeiten der Rechnerunterstützung. Erstmals nutzte MOY 1964 ein numeri-

sches Optimierungsverfahren, um die optimale Toleranzvergabe eines Systems zu bestim-

men [Moy64]. Er begründete hiermit eine Vielzahl kommender Forschungsarbeiten auf 

dem Gebiet der statistischen Toleranzoptimierung (z. B. [Ben70a, Ben70b, Gre70, Ban74, 

Ost77]) als auch der Toleranz-Kosten-Modelle. Hierbei sind besonders die Arbeiten von 

SPECKHART, SPOTTS und SUTHERLAND et al. in den 1970er Jahren hervorzuheben [Spe72, 

Spo73, Sut75]. Diese Dekade darf somit durchaus als das Jahrzehnt der Toleranz-Kosten-

Modelle gelten. 

Rund 30 Jahre nach dem Einzug der Großrechner ins Toleranzmanagement gewann der 

Einsatz der kompakten Personal Computer rasant an Bedeutung. Fortan konnten statisti-

sche Toleranzsimulationen vergleichsweise einfach und mit erheblich geringeren finanziel-

len Aufwänden direkt am Arbeitsplatz des Ingenieurs durchgeführt werden. Die Bedeutung 

dieser Entwicklung ist seitdem in nahezu allen Bereichen des Toleranzmanagements allge-

genwärtig und beflügelte die Fortschritte in Forschung und Entwicklung. So vereinfachten 
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KIM et al. die Toleranzoptimierung mittels der pseudo-boolschen Programmierung von 

[Wil75a] und [Ost77] und reduzierten damit den numerischen Aufwand drastisch [Kim88], 

während CHASE et al. die höhere Leistungsfähigkeit der numerischen Toleranzoptimierung 

mit Lagrange Multiplikatoren gegenüber traditionellen Ansätzen der Toleranzallokation 

bestätigen [Cha88]. Mit der Einführung des Computers gewann in den Folgejahren insbe-

sondere die Entwicklung von Software-Werkzeugen zur Toleranzanalyse an Bedeutung 

(u. a. [Say85, Roy91, Cra96]). In Folge dessen entstand eine Vielzahl an Software-

Werkzeugen [Sal98, Pri02], die sich seitdem in Unternehmen weltweit etabliert haben (nä-

here Ausführungen hierzu finden sich in Kapitel 2.6). Aufgrund der Vielfalt entwickelter 

Methoden und Werkzeuge stellte sich zunehmend die Notwendigkeit einer Überarbeitung 

bestehender Normen und Spezifikationsvorgaben. Insbesondere die Überarbeitung der Ge-

ometrischen Produktspezifikation (GPS) durch Expertengremien auf sowohl nationaler 

[DIN14] wie auch internationaler Ebene [Nie13] ist hierbei hervorzuheben. Darüber hinaus 

sind die Forschungsaktivitäten im Toleranzmanagement in den vergangenen 20 Jahren 

vermehrt zusammengewachsen. Dies zeigt sich u. a. an der Gründung verschiedenster Ar-

beitskreise, Fachtagungen und Expertenrunden wie der ADCATS-Gruppe in den USA 

[ADC14], der französischen Groupe de Recherche en Tolérancement [GRT14], der CIRP 

Conference on Computer Aided Tolerancing [Gar14] und dem Dimensional Management 

Forum deutscher OEMs [DMF13]. 

2.1.5 Toleranzforschung im geeinten Deutschland  

Getrieben durch die hohe wirtschaftliche Bedeutung des Maschinenbaus für das „Industrie-

land Deutschland“ [BDI14] ist das Toleranzmanagement seit vielen Jahren Gegenstand 

industrieller Entwicklungs- und universitärer Forschungsarbeiten. Die nachfolgenden Aus-

führungen sollen dem Leser die Entwicklung des Toleranzmanagements in der Forschung 

des geeinten Deutschlands anhand der Diskussion relevanter Dissertationen der vergange-

nen 25 Jahre verdeutlichen (Bild 2.1) und somit die Einordnung der vorliegenden Arbeit in 

die bestehenden Forschungsaktivitäten ermöglichen. Darüber hinaus wird aufgezeigt, wel-

che Aspekte des Toleranzmanagements gegenwärtig in industrieller und universitärer For-

schung forciert und vorangetrieben werden. 

Mit Einführung des dreidimensionalen CAD-Systems Pro/Engineer
®

 im Jahr 1987 und der 

anschließenden Verfügbarkeit kommerzieller Modellierkerne für 3D-Geometrie [Vaj09] 

erwuchs aus der Vision einer Anbindung der rechnerunterstützten Toleranzanalyse an 3D-

CAD-Systeme ausreichend Handlungsbedarf für zukünftige Forschungsarbeiten. Getrieben 

insbesondere durch WEBER [Web94] erfuhr sowohl die Entwicklung notwendiger Daten- 

und Toleranzmodelle [Web92, Schm93, Sta94, Jör94, Wan97] als auch die Kopplung von 
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CAD- und Toleranzanalyseprogrammen enorme Aufmerksamkeit in der Forschung der 
1990er Jahre [Böw93, Sta94, Kol96, Yin98]. Darüber hinaus förderte die Weiterentwick-
lung dieser integrierten Lösungen weg von reinen Analysewerkzeugen hin zu Assistenzsys-
temen [Tho01, Wit02] den zunehmenden Einsatz von Toleranzanalysen (kurz: TA) in der 
Produktentwicklung und deren Akzeptanz in der industriellen Praxis. 

 

Bild 2.1: Chronologie ausgewählter Forschungsthemen des Toleranzmanagements im geeinten 
Deutschland (Bildquelle: [Wal09]) 

Mit der erfolgreichen Integration der Toleranzanalyse in die CAD-Umgebung und den ers-
ten kommerziellen Umsetzungen [Roy91, Cra96] widmete sich die Wissenschaft zuneh-
mend vielfältigen Herausforderungen sowohl bezüglich der Komplexität der betrachteten 
Systeme als auch grundlegenden Fragestellungen zur korrekten Handhabung und Repräsen-
tation von Abweichungen und Toleranzen. Vor allem die Betrachtungen der Auswirkungen 
von Abweichungen auf das Bewegungsverhalten kinematischer Systeme sind hier zu nen-
nen. Aufbauend auf die grundlegenden Vorgehensweisen zur Toleranzanalyse des Bewe-
gungsverhaltens von ungleichmäßig übersetzenden Getrieben [Sto94, Hüs95, Eic00] und 
überbestimmten Mechanismen [Kol96] wurden über die Jahre sukzessive betriebsabhängi-
ge Abweichungen in die Toleranzbetrachtungen integriert. Hierbei münden Betrachtungen 
der Verlagerung in spielbehafteten Gelenken [Sti96] und elastischer Deformationen 
[Hoc02] in den Ansatz der „Integrierten Toleranzanalyse bewegter Systeme“ von STUPPY 
[Stu11]. Die vorliegende Arbeit ist somit als die Fortführung dieses vor 20 Jahren initiierten 
Forschungsfelds zu sehen. Parallel zur Betrachtung bewegter Systeme widmete sich eine 
Reihe an Forschern der mathematischen Repräsentation von Abweichungen [Zha96, Bri99] 
sowie der Berücksichtigung von Form- und Lagetoleranzen in der virtuellen Produktent-
wicklung. Insbesondere BRITTENs Ansatz zur Übersetzung geometrischer Toleranzen in 
eine vektorielle Darstellung [Bri99] fand weltweite Beachtung und trug wesentlich zur vek-
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toriellen Tolerierung, auf die ebenfalls in dieser Arbeit zur Repräsentation der Toleranzen 

zurückgegriffen wird, bei. Die meisten Forschungsaktivitäten zur Form- und Lagetolerie-

rung gehen auf Aktivitäten von JORDEN [Jor09] und MEERKAMM [Den96] zurück. Während 

Erstgenannter zusammen mit [Schü95, Schm98, Yin98, Den06] die Entwicklung einer wis-

sensbasierten CAD-Lösung zur Bemaßung und Tolerierung vorantrieb, förderte 

MEERKAMM u. a. die Integration von Formabweichungen in 3D-Toleranzanalysen [Lus08]. 

Mit Beginn des 21. Jahrhunderts hielt das Toleranzmanagement vermehrt Einzug in die 

Produktentwicklung deutscher Unternehmen. Neben Fragestellungen zur gezielten Tole-

ranzanpassung (Toleranzsynthese) [Man97, Wan07] und zu Abhängigkeiten zwischen To-

leranzen und Kosten [Nür99, Mer04] sind zugehörige Arbeiten vornehmlich durch organi-

satorische [Boh98] also auch tiefgreifende technische Herausforderungen in der Automobil-

industrie [Hör03, Ung09, Leu10] sowie der Luft- und Raumfahrt [Lan13a] geprägt. Insbe-

sondere sind hier Analysen der Auswirkungen von Abweichungen auf Montageprozesse 

[Schw92, Wit11a] sowie auf die Betriebseigenschaften von Zahnwellen [Li98] und Zahn-

radgetrieben [Eng07, Bax07] sowie die Integration nachgiebiger Bauteile in statistische 

Toleranzanalysen [Hoc02, Pra02, Mar07, Lus08, Ung09] hervorzuheben. 

Der „Paradigmenwechsel vom produkt- zum prozessorientierten Toleranzmanagement“ 

[Kar12] wird in Deutschland insbesondere in Erlangen vorangetrieben [War11]. Die Arbei-

ten zur „integrativen, prozessorientierten Toleranzanalyse“ von STOCKINGER [Sto11a] und 

VOSS [Voß12] führen hierbei erste bestehende Arbeiten von [Hue99, Ehr99, Fun11] weiter. 

Darüber hinaus zeichnete sich eine zunehmende Differenzierung sowohl der Stoßrichtun-

gen als auch der Anwendungsfelder der statistischen Toleranzrechnung ab. So beschäftigte 

sich GERMER mit den Auswirkungen von Fertigungsabweichungen auf mechatronische 

Systeme [Ger05], während die Toleranzanalyse zudem zur Beurteilung der Zuverlässigkeit 

von Maschinenelementen [Eng07] und der Robustheit von Montageprozessen [Mül06] her-

angezogen wurde. Insbesondere vor dem Hintergrund der herausragenden wirtschaftlichen 

Relevanz des Toleranzmanagements für Unternehmen betonten diese verstärkt die Notwen-

digkeit geeigneter Methoden zur Visualisierung von Abweichungen und der Ergebnisse 

statistischer Toleranzrechnungen. Etliche Forscher widmeten sich folglich der Visualisie-

rung nicht-idealer Geometrie und deren Auswirkungen auf die ästhetische Wertigkeit tech-

nischer Produkte [Koc06] und speziell im PKW-Karosserierohbau [Ung09, Sto12a]. Zudem 

halten statistische Toleranzrechnungen in eine Vielzahl verschiedenster Anwendungsfelder 

Einzug. Hierbei ist neben der Entwicklung hochbelasteter Turbomaschinen [Stu09a] auch 

die Fertigung optischer Präzisionsbauteile [Fun11] anzuführen. 
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Dem Paradigmenwechsel zum prozessorientierten Toleranzmanagement folgend, stellen 

sich aktuelle Arbeiten sowohl in industrieller als auch in universitärer Forschung vermehrt 

Fragestellungen, die weit über eine isolierte Produktbetrachtung hinausgehen. Die Analyse 

der Auswirkungen von Toleranzen aus Fertigung und Montage auf das Betriebsverhalten 

[War11] genießt derzeit große Aufmerksamkeit. So widmen sich jüngste Forschungsarbei-

ten den Auswirkungen von Abweichungen auf die Geräuschentwicklung bei Kegelradge-

trieben in Hinterachsen [Wat13] und auf strukturmechanische Eigenschaften sowie die Le-

bensdauer von Maschinenelementen [Schl12, Gus13a, Gus13b], während in [Ehl14] die 

Dichtheit einer abweichungsbehafteten PKW-Tür unter Betriebsbedingungen analysiert 

wird. SPRÜGEL et al. belegen zudem die Signifikanz thermischer Einflüsse auf die Betriebs-

eigenschaften am Beispiel einer weltweit verteilten Fertigung und Montage [Spr14]. Dar-

über hinaus finden zunehmend domänenfremde Technologien, wie Techniken der Virtuel-

len Realität zur visuellen Beurteilung von Toleranzen [Küs13] sowie Strategien zur auto-

matisierten Prozessdatenintegration [Lit15] Anwendung im Toleranzmanagement. Grund-

legende Herausforderungen stellen sich insbesondere im Rahmen der Weiterentwicklung 

der prozessorientierten Toleranzanalyse auf Basis netzbasierter Geometriebeschreibungen 

[Schl13c, Schl14b], der Identifikation von Wechselwirkungen zwischen Abweichungen 

und deren Auswirkungen auf Montage [Zie15a, Zie15b] eines Systems sowie im Umgang 

mit partiell geschlossenen Vektorzügen im CAD [Hus14a, Hus14b, Gei15] dar. 

2.1.6 Neue Aspekte und Trends im Toleranzmanagement (Stand 2015) 

Während die Forschung im Bereich der Virtuellen Produktentwicklung bereits seit mehre-

ren Jahren ihr Augenmerk weg vom traditionellen Fokus der „Methoden- und Werkzeug-

entwicklung“ hin zu domänenübergreifenden Aspekten der Produktentwicklung lenkt 

[Kro15b], hält diese Entwicklung erst seit Kurzem Einzug im Toleranzmanagement. 

Vor allen Dingen sind die Belange des Umweltschutzes sowie des Menschen bereits Ge-

genstand erster, vielbeachteter Forschungsarbeiten. Die Berücksichtigung der Auswirkun-

gen der Toleranzvergabe auf die Umwelt wurde im Sinne einer nachhaltigen Tolerierung 

erstmals 2013 in [Hof13a] diskutiert. Der Schwerpunkt „Tolerancing for disassembly and 

recycling“ der 13
th

 CIRP Conference on Computer Aided Tolerancing (CAT 2014) unter-

streicht die Relevanz einer ganzheitlichen Tolerierung [CAT14]. Der Mensch wird Zuse-

hens nicht mehr nur als reiner Anwender der entwickelten Methoden und Werkzeuge gese-

hen [Kro15b]. Vielmehr finden dessen Belange und Ansprüche als Anwender und als Nut-

zer der produzierten und damit tolerierten Produkte, in Form von Anforderungen an diese 

Produkte [Hof13b] und an neue Methoden und Werkzeuge [Kro15b] bereits vor deren Ent-

wicklung Beachtung. 
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Bezüglich der Weiterentwicklung von Methoden und rechnerunterstützten Werkzeugen ist 

insbesondere der Umgang mit großen Datenmengen anzuführen [Mon13]. Derartige Da-

tenmengen fallen u. a. im Rahmen der Integrativen Toleranzanalyse an. Hierbei werden zur 

Integration betriebsbedingter Abweichungen in die Toleranzrechnung die Ergebnisse einer 

großen Anzahl numerischer Simulationen benötigt. Um die numerischen Aufwände mög-

lichst gering zu halten, hat sich der Einsatz mathematischer Ansätze der Approximation und 

insbesondere Künstlicher Neuronaler Netze etabliert [Sto11a, And13, Zie12a, Zie12b]. 

Darüber hinaus ermöglichen die Leistungsumfänge aktueller CAE-Werkzeuge die Berück-

sichtigung weiterer betriebsabhängiger Abweichungen wie thermisch bedingter Geometrie-

abweichungen oder abrasivem Verschleiß [Pie09b, Pie14]. Zudem wird das Toleranzma-

nagement vermehrt als ein wesentlicher Baustein des Robust Design [Tag05] verstanden 

[Eif13] und findet somit sowohl zunehmende Beachtung im Robust Design [DS14, How14] 

als auch Anwendung in zugehörigen Arbeiten [Eif13]. 

Erfreulicherweise genießt das Toleranzmanagement – nach Jahren des sukzessiven Rück-

baus von Lehrengagement [Wat07] – wieder zunehmend Beachtung in universitären Lehr-

aktivitäten (u. a. [War13a, Ben14, Göh14, Koc14, Wei14]). Diese Entwicklung ist – insbe-

sondere aufgrund der enormen Relevanz des Toleranzmanagements für die Industrie und 

damit auch für angehende Ingenieure – besonders zu begrüßen. 

2.2 Die drei Kernaktivitäten der rechnerunterstützten Toleranzsimulation 

Nach [Sal98] und [Mat07] lassen sich die Aktivitäten der rechnerunterstützten Toleranzsi-

mulation in Forschung und industrieller Praxis in vier Hauptfelder unterteilen: 

 Die Toleranzrepräsentation behandelt die rechnerinterne Darstellung und Verarbei-

tung von Abweichungen und deren Toleranzen. Sie ist die mathematische Grundla-

ge der verbleibenden drei Hauptfelder. [Sal98, Roy91] 

 Die Toleranzspezifikation beschreibt die Vergabe von Toleranzen und umfasst u. a. 

die Festlegung von Toleranzart, -größe und Bezugssystem [Cha91, Sal98]. 

 Die Toleranzanalyse beschreibt die Tätigkeit der Evaluierung der Auswirkungen 

von Abweichungen zur Verifizierung einer ausreichenden Erfüllung funktionaler 

und/oder ästhetischer Anforderungen. [Sal98, Cha04, War11] 

 Die Toleranzsynthese beschreibt die Tätigkeit der gezielten (oftmals iterativen) 

Anpassung einer bestehenden Tolerierung unter Berücksichtigung gegebener An-

forderungen bezüglich Fertigungskosten oder Restriktionen in Fertigung und Mon-

tage. [Cha90, Sal98] 
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Während die Toleranzrepräsentation als mathematische Grundlage aller Aktivitäten des 

Toleranzmanagements anzusehen ist, finden sich die verbleibenden drei Tätigkeiten als 

Kernaktivitäten der rechnerunterstützten Toleranzsimulation in verschiedenen Vorgehens-

modellen zur Tolerierung in der Produktentwicklung. So lässt sich der standardisierte Tole-

rierungsprozess nach [VDA06] in die drei Phasen Spezifikation, Analyse und Synthese glie-

dern. Weiterhin umfassen die „14 Tätigkeiten des Toleranzmanagements“ nach [Wei14] 

vier Tätigkeiten während der Konstruktion, die auf die hier genannten drei Kernaktivitäten 

zurückführen sind. Der Ansatz einer Automatisierung der Tolerierung nach GLANCY 

[Gla99] sieht während der Produktentwicklung nach der Toleranzspezifikation sowohl die 

Toleranzanalyse als auch die Toleranzsynthese vor. Die Unterteilung in Toleranzspezifika-

tion, Toleranzanalyse und -synthese zeigt sich somit vereinbar mit existierenden Ansätzen 

und führt zudem die, am Lehrstuhl für Konstruktionstechnik der FAU Erlangen-Nürnberg 

bestehende begriffliche Trennung weiter [Sto11a, Stu11, War11]. Die Einbettung der rech-

nerunterstützten Toleranzsimulation in die industrielle Praxis erfordert jedoch noch vor- 

und nachgestellte Tätigkeiten. Die Tätigkeiten der rechnerunterstützten Toleranzsimulation 

in der Produktentwicklung sind in Bild 2.2 dargestellt. 

Die drei Kernaktivitäten der Toleranzsimulation werden idealerweise durch einen qualifi-

zierten Toleranzingenieur ausgeführt. Dieser muss somit im ständigen Kontakt mit allen, an 

der Entstehung des Produktes beteiligten Disziplinen stehen und wird oftmals als das Bin-

deglied zwischen Konstruktion und Fertigung gesehen [Dud40, Bat49 Cha91, Pri02]. Die 

Notwendigkeit einer Toleranzsimulation während der Produktentwicklung wird üblicher-

weise durch den Konstrukteur erkannt. Dieser legt (z. B. aufgrund besonderer Anforderun-

gen an das Produkt im Pflichtenheft) relevante Eigenschaften des Produktes (sogenannte 

Schließmaße) und die erforderlichen Anforderungen an diese fest [Tho99, Whi06]. Darüber 

hinaus muss dieser (idealerweise gemeinsam mit dem Toleranzingenieur) die abweichungs-

behafteten Merkmale der Einzelteile identifizieren und die zugehörigen Toleranzen spezifi-

zieren. Die resultierende Toleranzaufgabe kann im Folgenden durch den Toleranzingenieur 

behandelt werden. Abschließend sind die Ergebnisse geeignet an die beteiligten Disziplinen 

heranzutragen und zu dokumentieren [VDA06]. Der Rückfluss von Informationen aus der 

späteren Herstellung ist hierbei für den Toleranzingenieur zur Validierung der Toleranzsi-

mulationen wünschenswert, jedoch oftmals aufgrund von unzureichenden oder sogar feh-

lenden Prozessen und Verbindlichkeiten nicht zufriedenstellend. Die entwicklungsbeglei-

tende Toleranzsimulation erfordert somit ein ausgeprägtes interdisziplinäres Denken und 

Handeln des Toleranzingenieurs [Bat47]. 
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Bild 2.2: Die drei Kernaktivitäten der rechnerunterstützten Toleranzsimulation 

Die Vereinbarkeit dieses Vorgehens mit dem im Rahmen der Arbeit entwickelten Konzept 

der Toleranzanalyse abweichungsbehafteter Mechanismen ist bereits in [Wal13b] gezeigt. 

Auf die Vereinbarkeit mit der Toleranzsynthese abweichungsbehafteter Mechanismen wird 

hingegen in Kapitel 4.2 der vorliegenden Arbeit eingegangen. 

In den nachfolgenden Ausführungen werden die zwei Kernaktivitäten der Toleranzanalyse 

(Kapitel 2.3) und der Toleranzsynthese (Kapitel 2.4) näher erläutert. 

2.3 Toleranzanalyse 

Die Toleranzanalyse wird bereits seit rund 80 Jahren [Ett36, Cao15] angewendet, um die 

Auswirkungen der Abweichungen von Einzelteilen auf relevante Schließmaße einer Bau-

gruppe zu evaluieren. Unter den besagten Abweichungen sind hierbei maßliche Abwei-

chungen sowie geometrische Abweichungen in Form und Lage von Einzelteilen zu verste-

hen [Jor09]. Jedoch werden vermehrt auch physikalische Effekte als Abweichungen be-

trachtet und somit in Toleranzanalysen integriert. Insbesondere umfasst dies die Integration 

elastischer Verformungen zur Toleranzanalyse nachgiebiger Bauteile [Liu97, Sam98, 

Lus08] sowie thermisch bedingter Geometrievariationen [Pie09a]. 

Existierende Ansätze zur Toleranzanalyse lassen sich hierbei in zwei Gruppen unterteilen: 

die arithmetische Toleranzanalyse (meist als „Worst-Case-Analyse“ bezeichnet) und die 

statistische Toleranzanalyse [Tay97, Man97]. Die arithmetische Toleranzanalyse betrachtet 

lediglich die beiden ungünstigsten Konstellationen der Abweichungen für das Schließmaß 

(die Worst Cases). Hingegen basiert die statistische Toleranzanalyse auf der Berücksichti-

gung der Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer jeden Abweichung innerhalb ihrer zuge-

hörigen Toleranz mittels statistischer Gesetzmäßigkeiten [Mol35, Kle07]. Bild 2.3 stellt 

eine Auswahl bewährter Methoden zur Toleranzanalyse zusammen. 

Toleranzanalyse

Toleranzsynthese

Dokumentation und Validierung

2

3

Toleranzspezifikation1

Vollständige Beschreibung des Toleranzproblems
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Bild 2.3: Auswahl etablierter und bewährter Toleranzanalyse-Methoden 

Aufgrund der stark gestiegenen Leistungsfähigkeit von Rechnern hat sich in den vergange-

nen 20 Jahren der Einsatz von stichprobenbasierten Methoden der statistischen Tole-

ranzanalyse (wie der Monte-Carlo-Methode) durchgesetzt und etabliert. Die Anwendungen 

im Rahmen dieser Arbeit basieren ebenfalls auf dieser Methode. 

2.3.1 Statistische Toleranzanalyse 

Nach der vollständigen Beschreibung des betrachteten Toleranzproblems und der Spezifi-

kation der Toleranzen (in Art und Größe), kann die statistische Toleranzanalyse durchge-

führt werden. Hierzu existieren verschiedene Vorgehensmodelle: Neben dem Vorschlag 

eines automatisierbaren Vorgehens in sechs Schritten [Cha99a] hat sich ein Vorgehen in 

drei Schritten etabliert, welches u. a. auch in den, für die vorliegende Arbeit relevanten, 

Arbeiten von STUPPY [Stu08, Stu09b, Stu09c, Stu10, Stu11] Anwendung findet (Bild 2.4).  

 

Bild 2.4: Drei Schritte der statistischen Toleranzanalyse nach [Stu11] 

STUPPY unterteilt die Toleranzanalyse in folgende drei Schritte: 

1. Formulieren des mathematischen Zusammenhangs zwischen den vermeintlich auf-

tretenden Abweichungen und den funktionsrelevanten Schließmaß(en) 

Arithmetische (worst-case) Toleranzanalyse

Toleranzanalyse

Statistische Toleranzanalyse

 Root-Sum-Square (RSS) [Eps46, For67]

 Toleranzanalyse nach Spotts [Spo78]

 Momentenbasierte Toleranzanalyse [Man05]

 Monte-Carlo-basierte 

Toleranzanalyse [Gro76]

 ……
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2. Anwendung der Toleranzanalyse-Methode 

3. Repräsentation und Interpretation der Ergebnisse 

2.3.1.1 Formulierung der Schließmaßgleichung 

Die Grundlage der Toleranzanalyse ist die Schließmaßgleichung. Diese beschreibt die ma-

thematischen Zusammenhänge zwischen dem, in der Problemstellung festgelegten, funkti-

onsrelevanten Schließmaß SM des Gesamtproduktes und den n abweichungsbehafteten 

maßlichen und geometrischen Merkmalen der Einzelteile Mi mit  1,2,...,i n . 

  1 2M ,M ,...,MnSM f  (2.1) 

Die Komplexität der Schließmaßgleichung (2.1) wird hierbei wesentlich durch das betrach-

tete Produkt und dessen Einzelteile sowie die Anzahl und Art der zu betrachtenden Abwei-

chungen bestimmt. So kann beispielsweise die Gesamthöhe (als Schließmaß) eines Stapels 

aus drei, in ihrer Höhe tolerierten Kisten vergleichsweise einfach durch einen ein-

dimensionalen Vektorzug beschrieben werden (Bild 2.5, links). Hingegen erfordert die ma-

thematische Formulierung des Bewegungsverhaltens eines Koppelgetriebes erweiterte Me-

thoden, um das komplexe Zusammenspiel der möglichen Abweichungen vollständig zu 

beschreiben (Bild 2.5, rechts). 

 

Bild 2.5: Systeme mit unterschiedlicher Komplexität der Schließmaßgleichung: Stack-Up-

Problem nach [Scho95b] aus drei Kisten (links) und Filmgreifergetriebe (rechts) 

In der Literatur findet sich eine Vielzahl an Ansätzen zur Repräsentation von Abweichun-

gen und somit zur Formulierung der Schließmaßgleichungen. Bewährt haben sich: 

 Vektorielle Tolerierung nach [Wir86]: Die Abweichungen (innerhalb ihrer Toleran-

zen) eines tolerierten Elements werden durch Manipulationen der einzelnen Vekto-

ren einer Vektorkette abgebildet. So wird eine Maßabweichung durch die Variation 

der Länge des zugehörigen Vektors repräsentiert, während die mögliche Verkip-

pung einer Achse durch die Manipulation der Richtung des Vektors abgebildet wird. 
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Die Verkettung der einzelnen Vektoren ermöglicht die Formulierung der Schließ-

maßgleichung. Insbesondere in internationalen Arbeiten wird die Vektorielle Tole-

rierung auch als das Konzept des Small Displacement Torsors bezeichnet [Bou95]. 

Bei komplexen Systemen hat sich zur Verkettung der Vektoren der Einsatz homo-

gener 4x4-Transformationsmatrizen [Whi94] gemäß der Direct Linearization Me-

thod nach [Cha96] etabliert [Bru07, Stu11]. Die Vektorielle Tolerierung ist die am 

häufigsten genutzte Repräsentationsform. 

 Tolerance-Maps
®

 nach [Dav05] (kurz: T-Maps
®

): Diese dienen insbesondere dazu, 

die Abhängigkeiten zwischen möglichen Verschiebungen und Verkippungen eines 

tolerierten Elements zu beschreiben. Deren Erzeugung und Verknüpfung ist äußerst 

komplex und rechenintensiv. 

 Deviation Domains [Gio01]: Die Deviation Domain beschreibt mathematisch einen 

m-dimensionalen Raum, der durch die m abweichungsbehafteten Freiheitsgrade 

(Translationen und Rotationen) eines tolerierten Elements aufgespannt wird. Die 

Minkowski-Summe der einzelnen Domains verknüpft die Abweichungen und liefert 

somit die Schließmaßgleichung – oftmals in Form der Clearance Domain, die resul-

tierendes Spiel (z. B. in Gleitlagerungen [Zie15b]) beschreibt. Die Entwicklung und 

Verkettung der Domains ist komplex und rechenintensiv. 

 Skin Model Concept [ISO11]: Diese Repräsentationsform widmet sich insbesondere 

der bisher nicht zufriedenstellenden Repräsentation von Formabweichungen. Durch 

sogenannte Skin Model Shapes werden Formabweichungen in abweichungsbehafte-

ten Geometrienetzen abgebildet [Schl13b] und können in Toleranzsimulationen ein-

gebunden werden. Diese komplexen Arbeiten sind gegenwärtig noch Gegenstand 

der Forschung und vergleichsweise rechenintensiv. 

2.3.1.2 Anwendung der Toleranzanalyse-Methode 

Die Anwendung der Monte-Carlo-Methode [Sob75] als Toleranzanalyse-Methode ist als 

virtuelle Fertigung, Montage und Prüfung einer großen Anzahl an Produkten zu verstehen. 

Bild 2.6 verdeutlicht diese drei Schritte. 

Hierbei wird zunächst von jedem Einzelteil des betrachteten Produktes eine definierte An-

zahl n an Varianten virtuell generiert, die sich in den gestaltbestimmenden Merkmalen 

(z. B. Abmessungen) voneinander unterscheiden, welche einer Toleranz unterliegen 

[Gro76]. Der jeweilige Wert dieser Abweichung wird hierbei unter Berücksichtigung der 

zugehörigen Wahrscheinlichkeitsverteilung der Toleranz festgelegt. Dieser Schritt bildet 

die Einzelteilfertigung virtuell nach. Im nächsten Schritt können die generierten abwei-

chungsbehafteten Einzelteile zu n Gesamtsystemen assembliert werden. Dies entspricht der 
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n-fachen virtuellen Montage des finalen Produktes und basiert auf dem „Ziehen ohne Zu-

rücklegen“ der Einzelteile nach BERNOULLIs Urnenmodell [Ber13]. Die Bezeichnung der n 

erzeugten Produkte als sogenannte Samples (zu Deutsch: Stichproben) hat sich hierbei im 

deutschen Sprachgebrauch etabliert und findet in dieser Arbeit ebenfalls Verwendung. Ab-

schließend kann für jedes der n virtuell assemblierten Produkte das funktionsrelevante 

Schließmaß (nach Gleichung (2.1)) bestimmt und erfasst werden. Dies entspricht der Prü-

fung der Produkte nach deren Montage. 

 

Bild 2.6: Virtuelle Nachbildung von Fertigung, Montage und Prüfung eines Produktes durch 

den Einsatz der Monte-Carlo-Methode in der Toleranzanalyse 

Der Einsatz der Monte-Carlo-Methode erfolgt heutzutage ausschließlich rechnerunterstützt, 

da eine vergleichsweise hohe Anzahl an Samples erforderlich ist um statistisch belastbare 

Ergebnisse zu erzielen [Roy91, Nig95, Mat08]. Jedoch steigt mit zunehmender Anzahl n an 

Monte-Carlo-Samples neben der Genauigkeit der erzielten Ergebnisse auch der numerische 

Aufwand [Stu11, Cha91]. Empfehlungen reichen hierbei von 5 000 [Gla99] bis 100 000 

Samples [Cha91]. Insbesondere für komplexere Toleranzrechnungen hat sich jedoch ein 

Richtwert von 10 000 Samples etabliert [Wei14]. Für besonders rechenintensive Toleranz-

rechnungen finden zudem vermehrt angepasste Verfahren der Statistischen Versuchspla-

nung und dabei insbesondere das Latin-Hypercube-Sampling [McK79] Anwendung 

[Nas97, Sto11b]. Im Vergleich zur Monte-Carlo-Methode sind hierbei weitaus weniger 

Samples erforderlich, um belastbare Ergebnisse zu erzielen [Ker97, Swi00]. Dies lässt sich 

insbesondere auf eine homogenere Verteilung der erzeugten Samples innerhalb des defnier-

ten Parameterraums zurückführen. Dennoch ist der numerische Aufwand bei der Erzeugung 

der Samples hier ungemein höher. Die Wahl der Toleranzanalyse-Methode sowie der hier-

zu erforderlichen Anzahl an Samples hat folglich wesentlichen Einfluss auf die Güte einer 

Toleranzrechnung und muss somit stets mit Bedacht erfolgen. 

Einzelteil A

Einzelteil B

Einzelteil C
Fertiges 

Produkt

Messergebnisse

Prod. 1    14,9mm
Prod. 2    15,2mm
Prod. 3    15,4mm

Fertigung Montage Prüfung
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2.3.1.3 Berechnung und Repräsentation der Ergebnisse 

Der verbleibende Schritt einer Toleranzanalyse umfasst die Berechnung und Repräsentation 

der Ergebnisse (Bild 2.4). Hierfür hat sich der Einsatz von zwei Visualisierungen etabliert 

und bewährt [Man05, War11]: Zum einen werden dem Toleranzexperten die Auswirkungen 

der Abweichungen auf das funktionsrelevante Schließmaß anhand der resultierenden Häu-

figkeitsverteilung des Schließmaßes in Form eines Histogramms aufgezeigt [Ett36]. Zum 

anderen erlaubt die sogenannte Beitragsleisteranalyse die Quantifizierung des Anteils der 

auftretenden Abweichungen an der Streuung des Schließmaßes. Die nachfolgenden Aus-

führungen widmen sich der Histogramm-Darstellung, während in Kapitel 2.3.2 näher auf 

die Bestimmung der Beitragsleister eingegangen wird. 

Das Histogramm quantifiziert die Häufigkeit des Auftretens eines bestimmten Schließ-

maßwertes xi aus der Grundgesamtheit der n Samples [Ett36] (Bild 2.7). Der Toleranzex-

perte kann somit die Wahrscheinlichkeit beurteilen, mit der ein Produkt einen bestimmten 

Schließmaßwert aufweisen wird. 

 

Bild 2.7: Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Schließmaßes 

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von xi wird hierbei durch die vier statistischen Momente 

(Mittelwert µ, Standardabweichung σ, Schiefe γ und Wölbung τ) gemäß den Gleichungen 

(2.2) bis (2.5) vollständig beschrieben [She25]. Besteht eine Differenz zwischen dem Mit-

telwert der Verteilung und dem Nennwert des Schließmaßes, so spricht man von einer Mit-

telwertverschiebung der Verteilung [Cha88, Scho95b]. Weiterhin werden zwei Quantile der 

Wahrscheinlichkeitsverteilung gekennzeichnet. Diese begrenzen ein Schließmaßintervall 

innerhalb dessen das Schließmaß mit einer definierten Wahrscheinlichkeit auftritt. Etabliert 

hat sich eine Forderung von 99,73 %, die im technischen Sprachgebrauch als Six Sigma-

Forderung bekannt ist und auf Arbeiten von Motorola [Bar02] und TAGUCHI [Tag05] zu-

Anzahl der Samples pro 

Schließmaßintervall

Wahrscheinlichkeitsverteilung des 

Schließmaßes

Nennmaß

W
ah

rs
ch

ei
n
li

ch
k
ei

t

Schließmaß Schließmaß

USG OSG

Mittelwertverschiebung

µ
-3σ-Quantil +3σ-Quantil

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


24 Stand der Forschung und Technik 

rückgeht. Die beiden zugehörigen Quantile werden als -3σ-Quantil und +3σ-Quantil be-

zeichnet. 
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Die Toleranzanalyse wird zumeist eingesetzt, um zu evaluieren, ob das Schließmaß (mit 

einer bestimmten Wahrscheinlichkeit) innerhalb zuvor spezifizierter Grenzen liegt. Die 

Festlegung dieser unteren und oberen Spezifikationsgrenze (kurz: USG und OSG) und da-

mit der zulässigen Schließmaßtoleranz TSM = OSG - USG beruht hierbei entweder auf funk-

tionsrelevanten Anforderungen (z. B. zur Gewährleistung der Montierbarkeit von Baugrup-

pen) oder auf der Sicherstellung der ästhetischen Wertigkeit eines Produktes (z. B. eines 

Fugenbildes im KFZ-Karosseriebau) [War11]. Die Einhaltung dieser Grenzen durch die 

resultierende Wahrscheinlichkeitsverteilung lässt sich anhand der Prozessfähigkeitsindizes 

cp und cpk [Kan86] sowie insbesondere des Prozessrobustheitsindex cpr nach LANDSCHOOF 

[Lan13b], welcher die Aussagen von cp und cpk in einem Wert vereint, quantifizieren. 
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2.3.2 Bestimmung der Beitragsleister 

Anhand der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Schließmaßes (nach Bild 2.7) sowie der 

zugehörigen Kennwerte kann der Toleranzexperte nun beurteilen, ob mit der gegebenen 

Toleranzspezifikation die gestellten Anforderungen an das Schließmaß (Einhaltung von 

USG und OSG) hinreichend erfüllt sind. Ist dies jedoch nicht zufriedenstellend, so sind ge-
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eignete Maßnahmen, wie die Anpassung der Toleranzen, erforderlich (Bild 2.2, Toleranz-

synthese). Hierbei dienen die Ergebnisse der sogenannten Beitragsleisteranalyse als Ent-

scheidungsgrundlage für den Toleranzexperten [Man05, War11].  

Der Beitragsleister einer Toleranz quantifiziert, in welchem Maße diese zur resultierenden 

Streuung des Schließmaßes beiträgt [Lin97]. Ein hoher Beitragsleister steht hierbei für ei-

nen großen Einfluss der jeweiligen Toleranz [Mar07]. Hingegen deutet ein geringer Bei-

tragsleister auf eine geringe Sensitivität des Schließmaßes gegenüber der betrachteten Tole-

ranz hin [Wei14]. Der Toleranzexperte kann somit, je nach vorliegender Toleranzgegeben-

heit, gezielt einzelne Toleranzen aufweiten oder einengen [Cha04, Mar07]. 

In der Literatur findet sich eine Vielzahl an Methoden zur Bestimmung der Beitragsleister. 

Diese haben ihren Ursprung in der Evaluierung statistischer Experimente und werden all-

gemein als Sensitivitätsanalysen bezeichnet [Sal00b]. Der Begriff des Beitragsleisters ist 

hingegen lediglich in deutschsprachigen Arbeiten zur Toleranzrechnung zu finden [Sha07] 

und geht zurück auf das Jahr 1929 [Rüd29] – dieser meint jedoch das Selbe. Die Sensitivi-

tätsanalyse lässt sich in zwei Gruppen unterteilen: lokale und globale Methoden [Sal00b]. 

Während lokale Methoden lediglich die direkten Auswirkungen der Toleranzen auf die re-

sultierende Schließmaßstreuung beurteilen, können bei der globalen Sensitivitätsanalyse 

auch Wechselwirkungen zwischen einzelnen Toleranzen und deren Auswirkungen auf die 

Schließmaßstreuung Berücksichtigung finden [Zie15b]. 

Im Folgenden wird auf Methoden der lokalen und globalen Sensitivitätsanalyse näher ein-

gegangen sowie deren Einsatz im Rahmen der statistischen Toleranzrechnung diskutiert. 

2.3.2.1 Lokale Sensitivitätsanalyse 

Die Berechnung der Beitragsleister ist sowohl im Rahmen der arithmetischen als auch der 

statistischen Toleranzanalyse möglich. Der arithmetische Beitragsleister BLi,arith folgt aus 

einer Worst-Case-Betrachtung, indem die betrachtete Toleranz Ti eines Einzelteilmerkmals 

zur resultierenden Gesamtstreuung des Schließmaßes – der sogenannten Schließmaßtole-

ranz TSM – ins Verhältnis gesetzt wird [Cha04]: 

 ,  i
i arith

SM

T
BL

T
  (2.9) 

Werden anstelle der Toleranzen Ti und TSM, die Varianzen σi² und σSM² der jeweils zugrun-

deliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen herangezogen, so ergibt sich der statistische 

Beitragsleister BLσ,i nach [Cha04]. Diese beiden Methoden erlauben jedoch lediglich die 

Beurteilung linearer, also ein-dimensionaler Toleranzprobleme. 
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MANNEWITZ [Man97, Man05] ermöglicht die Anwendbarkeit auf zwei- und drei-

dimensionale Schließmaßgleichungen, indem er den ein-dimensionalen statistischen Bei-

tragsleister BLσ,i der Toleranz Ti durch den sogenannten Linearitätskoeffizienten αi gewich-

tet. Diese Methode ist weit verbreitet [Sha07] und findet häufig bei rechnerunterstützten 

Toleranzanalysen (u. a. [Stu10, Jay10a]) sowie in Ausbildung und Lehre [Wei14, Wal14c] 

Anwendung. 

 

2
2

, 2

i
i i

SM

BL





   (2.10) 

Der Linearitätskoeffizient αi entspricht hierbei der partiellen Ableitung der Schließmaßglei-

chung (Gleichung (2.1)) für das betrachtete tolerierte Einzelteilmerkmal Mi. Die n tolerier-

ten Merkmale verbleiben hierzu jeweils auf deren Nennwert Ni. 

 
1;...;



 n

i
N N

i

SM

M
  (2.11) 

Die lokale Sensitivitätsanalyse One at a time [Czi99, Sal00b] wird im Toleranzmanagement 

als High-Low-Median-Analyse (kurz: HLM-Analyse) [Lin97] bezeichnet. Die HLM-

Analyse quantifiziert folglich, welcher Anteil der resultierenden Schließmaßstreuung allein 

durch das Auftreten jeder einzelnen Toleranz Ti verursacht wird. Hierzu wird das Schließ-

maß für zwei Fälle pro Toleranz ermittelt: Zunächst wird das i-te abweichungsbehaftete 

Maß auf das obere Grenzmaß (High) der betrachten Toleranz Ti sowie alle verbleibenden 

tolerierten Merkmale auf den Medianwert ihrer Toleranzen (Median) gesetzt. Der resultie-

rende Wert des Schließmaßes wird als SMTi,high bezeichnet. Anschließend wird das i-te Maß 

auf das untere Grenzmaß (Low) gesetzt, während alle verbleibenden Merkmale auf ihrem 

Medianwert verbleiben. Das daraus resultierende Schließmaß wird als SMTi,low bezeichnet. 

Dieses Vorgehen wird anschließend sukzessive für alle verbleibenden (i-1) Toleranzen 

wiederholt. Die Varianz VarSM,Ti des Schließmaßes aufgrund der i-ten Toleranz sowie der 

Beitragsleister BLi,HLM der i-ten Toleranz können anschließend nach [Wei14] gemäß fol-

gender Zusammenhänge bestimmt werden: 
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 (2.13) 
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Die HLM-Analyse wird häufig in Toleranzanalyse-Software [Qui11, Wis98, Voß12] einge-

setzt, da der erforderliche numerische Aufwand äußerst gering ist. Jedoch hat diese nur un-

ter der Annahme normalverteilter Einzelteiltoleranzen Gültigkeit und geht somit für nicht 

normalverteilte Abweichungen [Sto11a] mit einem (nicht quantifizierbaren) Fehler einher. 

Als verbleibende Methode der Beitragsleisterberechnung wird auf die Berechnung der 

„%-Reduction“ eingegangen, welche von TAYLOR zur Beurteilung von Toleranzproblemen 

entwickelt wurde [Tay96]. Diese Methode geht den inversen Weg einer HLM-Analyse, 

indem diese quantifiziert, um wieviel Prozent die Schließmaßstreuung durch die vollständi-

ge Eliminierung der i-ten Toleranz reduziert wird. Hierzu wird zunächst die Schließmaßto-

leranz TSM für den Fall bestimmt, dass alle Toleranzen entsprechend der Toleranzspezifika-

tion auftreten. Anschließend wird die resultierende reduzierte Schließmaßtoleranz TSM,red,i 

für den Fall bestimmt, dass die i-te Einzelteiltoleranz verschwindet (Ti = 0), d. h. keine 

Abweichungen dieses Einzelteilmerkmals mehr auftreten. Der Quotient aus TSM,red,i und TSM 

quantifiziert somit den Beitragsleister BLi,red der i-ten Einzelteiltoleranz. 

 
, ,

,  SM red i

i red

SM

T
BL

T
 (2.14) 

Diese Methode findet kaum Anwendung in Forschung und industrieller Praxis. Dies liegt 

insbesondere daran, dass dieses Verfahren mit der weit verbreiteten und etablierten HLM-

Analyse konkurriert. Zudem addieren sich die Beitragsleister nicht zwingend zu 100 %, 

was bei einer Vielzahl an rational denkenden Nutzern (unbegründete) Skepsis hervorruft. 

Dennoch hat diese Methode die eigentliche Absicht der statistischen Toleranzrechnung wie 

kein anderer Ansatz verinnerlicht: Anhand der gezielten Einengung ausgewählter Toleran-

zen, die resultierende Schließmaßstreuung möglichst effizient zu reduzieren. 

2.3.2.2 Globale Sensitivitätsanalyse 

Mittels der globalen Sensitivitätsanalyse können der Haupteffekt Si und der Nebeneffekt Sij 

einer Toleranz bestimmt werden [Zie15a]. Hierbei quantifiziert Si die direkten Auswirkun-

gen und Sij die indirekten Auswirkungen der zweiten Ordnung der i-ten Toleranz auf das 

Schließmaß. Die indirekten Auswirkungen gehen hierbei auf die Wechselwirkungen der i-

ten mit der j-ten Toleranz (für i ≠ j) zurück. Zur Berechnung des Haupt- und Nebeneffekts 

der i-ten Toleranz sind sowohl die partiellen Varianzen Vi und Vij sowie die jeweils resultie-

rende Varianz des Schließmaßes VSM erforderlich. Die Summe aus dem Haupt- und den 

Nebeneffekten einer Toleranz wird als Totaleffekt STi bezeichnet [Sal00b]. 
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 (2.15) 
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  (2.16) 
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Liegen keine Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Toleranzen vor (Sij = 0), so ent-

sprechen die Haupteffekte den Totaleffekten (Si = STi) [Sal00a]. Zudem ergeben sich in 

diesem Fall die jeweiligen Summen der Haupt- bzw. Totaleffekte aller Toleranzen zu 1 

[Sal00a]. Es gilt somit: 
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 (2.18) 

Der Einsatz globaler Sensitivitätsanalysen ist im Toleranzmanagement kaum verbreitet und 

beschränkt sich überdies auf Anwendungen in der Forschung, was sich insbesondere mit 

der Dominanz der HLM-Analyse in bestehenden Software-Werkzeugen begründen lässt. 

Dennoch greifen zunehmend Forschungsarbeiten globale Sensitivitätsanalysen auf, um die 

Auswirkungen von Abweichungen auf (zumeist akademische) Demonstratoren detailliert 

zu beleuchten. Diese umfassen u. a. eine Drehmomentstütze [Kim06], eine Schiebetür 

[Fer07], die Kraftstoffinjektoren eines Common-Rail-Dieselmotors [Mar07], mikroelekt-

romechanische Aktuatoren [Saf10], einen Biegebalken [Schl13a] sowie elektronische 

Schaltkontakte [Can12, Gay12]. Neben der primären Anwendung in bestehenden For-

schungsarbeiten sind bereits vereinzelt spezifische Anpassungen globaler Sensitivitätsana-

lysen für spezifische Fragestellungen des Toleranzmanagements zu finden. So nutzt WU 

einen globalen Ansatz zur verbesserten Betrachtung des Beitragsleisters von Positionsab-

weichungen [Wu97], während ZIEGLER die bestehenden Abhängigkeiten zwischen den 

möglichen Freiheitsgraden eines tolerierten Elements (z. B. durch T-Maps
®

 definierte 

Translationen und Rotationen einer tolerierten Achse), bei der Beitragsleisteranalyse be-

rücksichtigt [Zie13b, Zie15b]. Mögliche Korrelationen zwischen Bauteilabweichungen sind 

Gegenstand der Arbeiten von STOCKINGER et al. [Sto11b] und SUDRET [Sud13]. Während 

STOCKINGER et al. den Einfluss von abhängigen (korrelierenden) Bauteilabweichungen in 

statistischen Toleranzanalysen betrachtet, erweitert SUDRET die globale Sensitivitätsanalyse 

analysis of variance (kurz: ANOVA) so, dass auch korrelierte Eingangsparameter betrach-

tet werden können und zeigt dies anhand einer Toleranzanalyse des elektronischen Schalt-

kontakts der Arbeiten von [Gay12] und [Can12]. 
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Die Bestimmung der Haupt- und Nebeneffekte nach Gleichung (2.15) und (2.16) erfordert 

u. a. die Berechnung der Varianz des Schließmaßes VSM sowie der partiellen Varianzen Vij 

durch Integration der Differenz aus der Schließmaßgleichung und dem Erwartungswert des 

Schließmaßes E(SM) über das Einheitsquadrat  0 1; 1,...,    k nx x n k , welches durch 

die k Toleranzen mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeitsdichten p(x) aufgespannt wird. 

  
2

( ) E( ) ( )


  
k

SMV SM x SM p x dx  (2.19) 

 

 
2

2

j

0;1

( ,x ) ( )   ij ij iV SM x p x dx  (2.20) 

Diese Integrationen sind jedoch bereits für vergleichbar einfache Schließmaßgleichungen 

analytisch nicht mehr möglich und stellen darüber hinaus enorme Anforderungen an klassi-

sche numerische Integrationsverfahren. Die Verfahren der globalen Sensitivitätsanalyse 

setzen bei dieser Problemstellung an, indem sie u. a. durch den gezielten Einsatz der nume-

rischen Approximation die Berechnung der erforderlichen Varianzen wesentlich schneller 

und für beliebig komplexe Schließmaßgleichungen ermöglichen. Im Folgenden soll ledig-

lich auf die Sobol Indizes [Sob90] und den Extended Fourier Amplitude Sensitivity Test 

(kurz: EFAST) [Cuk73, Scha73, Sal99] genauer eingegangen werden. Für weitere Verfah-

ren sowie detaillierte Hintergründe zur Implementierung globaler Sensitivitätsanalysen 

wird auf [Sal00b] und [Sal08] verwiesen. 

Zur Bestimmung der Sobol Indizes wird die Schließmaßgleichung SM(x) mittels der soge-

nannten High Dimension Model Representation (kurz: HDMR) [Sob90] in eine k-te Partial-

summe mit Termen steigender Dimension überführt: 

 1 0 12... 1

1 1

( ) ( ,..., ) ( ) ( , ) ... ( ,..., )
  

      
k k

k i i ij i j k k

i i j

SM x f x x f f x f x x f x x  (2.21) 

Die erforderliche Varianz des Schließmaßes VSM sowie die partiellen Varianten Vij können 

nun anhand der Terme der Partialsumme ermittelt werden [Sal00b, Hel12]. 

 2 2

0( )


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k

SMV f x dx f  (2.22) 

 
1 1 1

1 1

2

... ... ... 1...

0 0

... ( )
k k ki i i i i i kV f x dx    (2.23) 

Abschließend bleibt die Bestimmung der Haupt- und Totaleffekte Si und STi entsprechend 

der Gleichungen (2.15) bis (2.17). 
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Während die Bestimmung der Sobol Indizes die Lösung eines k-dimensionalen Integrals 

erfordert, wird bei EFAST das mehrdimensionale Integral zur Berechnung des Erwar-

tungswertes des Schließmaßes E(SM) in ein ein-dimensionales Integral überführt. Hierfür 

werden zunächst xi mit  1;...;i k  mittels der geeigneten Suchfunktion Gi zu 

   
1 1

arcsin sin
2

   i i ix s 


 (2.24) 

transformiert [Sal99]. Hierbei sind ωi eine Menge ganzzahliger Frequenzen sowie 

 ; s    und die Phasenverschiebung 0;2i   [Sal08]. Die von SALTELLI [Sal99] 

empfohlene Suchfunktion kann an jedem möglichen Punkt im k-dimensionalen Suchraum 

starten. Somit kann die Schließmaßgleichung SM fortan mittels der Suchfunktionen Gi als 

Funktion der skalaren Variablen s formuliert und für die Berechnung des Erwartungswertes 

des Schließmaßes E(SM) herangezogen werden. 

         1 1( ) sin ,..., sin   k kSM s f s f G s G s   (2.25) 
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 (2.26) 

Die Berechnung der Varianz des Schließmaßes VSM (Gleichung (2.22)) erfordert somit le-

diglich die ein-dimensionale Integration über s, die darüber hinaus durch eine Fourier-

Reihe mit den Fourier-Koeffizienten Aj und Bj approximiert werden kann [Cuk73]. 
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Die verbleibenden partiellen Varianzen Vωi lassen sich wiederum aus den beiden resultie-

renden Fourier-Koeffizienten Aj und Bj für ganzzahlige Werte von p gemäß 

  2 2

1

2


 i i i

M

p p

p

V A B    (2.30) 

ermitteln, wobei mit den ersten sechs harmonischen Oberschwingungen (M = 6) zumeist 

eine zufriedenstellende Näherung erreicht wird [Sal00b]. Die verbleibende Normierung der 

partiellen Varianzen Vωi ergibt den Haupteffekt Si der i-ten Toleranz. 
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 i
i
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V
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V


  (2.31) 

Zur Bestimmung der Totaleffekte wurde FAST von SALTELLI zur Extended FAST (kurz: 
EFAST) erweitert [Sal99]. Hierbei werden zur Quantifizierung der Nebeneffekte die Fre-
quenzen piωi herangezogen, die nicht in  1 1 2 2, ,..., k kp p p    mit 1,2,...,ip    und 

1,2,...,i k  enthalten sind [Sal99]. Der betrachteten i-ten Toleranz wird eine vergleichs-
weise große Frequenz ωi zugewiesen, während die i-1 verbleibenden Toleranzen mit der-
selben, jedoch vergleichsweise geringen Frequenz ω~i belegt werden. Die komplementäre 
Varianz der i-ten Toleranz V~i kann somit nach [Sal99] gemäß 
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bestimmt werden. Der Haupteffekt STi ermittelt sich somit durch die Normierung der tota-
len Varianz der i-ten Toleranz 

iTV  durch die Varianz des Schließmaßes VSM [Sal99]. 

 iT SM i
Ti

SM SM

V V VS
V V


  SM iV VSM iV VSM i  (2.33) 

2.3.3 Diskussion des Standes der Forschung zur statistischen Toleranzanalyse  
Die Weiterentwicklung bestehender und die Entwicklung neuer Methoden und Werkzeuge 
der statistischen Toleranzanalyse und -synthese stellen seit vielen Jahren die beiden domi-
nierenden Aktivitäten in der Toleranzforschung dar [Kro15a, Kro15b]. Im Folgenden wird 
der gegenwärtige Stand der Forschung anhand ausgewählter und für die vorliegende Arbeit 
relevanter Aspekte und Veröffentlichungen dargestellt und diskutiert. 

2.3.3.1 Toleranzanalyse von Systemen mit zufälligen und systematischen Abweichungen 

Eine Vielzahl an analytischen Ansätzen der statistischen Toleranzanalyse basiert auf der 
Annahme zentrierter und damit symmetrisch um den Nennwert streuender Fertigungsab-
weichungen [Gra94]. Der Erwartungswert der jeweiligen Wahrscheinlichkeitsverteilung 
entspricht somit dem Nennwert des abweichungsbehafteten Merkmals. Jedoch ist diese 
Annahme in Realität zumeist nicht haltbar. Es resultiert somit eine Differenz zwischen dem 
Erwartungswert und dem Nennwert eines abweichungsbehafteten Merkmals – die soge-
nannte Mittelwertverschiebung (engl.: mean shift) [Ben68, Cha88, Scho95a]. 

Bereits seit mehreren Jahren können Mittelwertverschiebungen zufälliger Fertigungsabwei-
chungen (z. B. aufgrund der Vergabe der unsymmetrischen Passung h7) zufriedenstellend 
(sowohl arithmetisch [Man63, Gre87, Sri95] als auch statistisch [Kle99, Man97, Kuo08]) in 
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der analytischen Toleranzanalyse berücksichtigt werden [Scho95a]. Hierbei ist insbesonde-

re das Estimated Mean Shift Model von CHASE et al. hervorzuheben [Cha88], dessen Gül-

tigkeit durch Monte-Carlo-basierte Studien in [Ste03] belegt wird. Hingegen ist die Integra-

tion systematischer Abweichungen, die zu einer Mittelwertverschiebung der resultierenden 

Schließmaßverteilung führen, nicht vollständig und zufriedenstellend möglich. Hierbei ste-

hen vor allem die elastische Deformation von Bauteilen, die Verlagerung von Bauteilen 

aufgrund spielbehafteter Gelenke und temperaturbedingte Geometrieänderungen der Bau-

teile im Fokus aktueller Forschungsarbeiten. 

Die Berücksichtigung elastischer Bauteile im Rahmen der statistischen Toleranzanalyse (oft 

als „Toleranzanalyse mit nachgiebigen Bauteilen“ bezeichnet [Pra02, Wit11a]) ist bereits 

mit einer Auswahl an kommerziellen Software-Werkzeugen auf Basis diskreter Geometrie 

möglich (siehe Kapitel 2.6). Diese nutzen zumeist die Method of Influence Coefficient von 

[Liu97]. Hierbei werden an jedem Kontaktknoten des nachgiebigen Bauteils mit weiteren 

Bauteilen des Systems die Sensitivitätsmatrizen anhand zugehöriger Finite-Element-

Analysen (FEA) des nachgiebigen Bauteils bestimmt. Anschließend ist für jeden Kontakt-

knoten das Kraft-Verschiebungs-Gleichungssystem unter Berücksichtigung der montage-

bedingten Zwangsverschiebungen der besagten Knoten, zu formulieren. Die (iterativ be-

stimmte) Lösung der Gleichungssysteme entspricht somit einem Gleichgewichtszustand des 

nachgiebigen Bauteils, bei dem die resultierenden Zwangsverschiebungen durch dessen 

elastische Deformation ausgeglichen werden. Der numerische Aufwand dieser Methode ist 

jedoch bereits bei der Vorbereitung der FE-Analysen immens, da für jede Montageoperati-

on des Bauteils die Sensitivitätsmatrizen erneut zu bestimmen sind. So kann selbst die Vor-

bereitung der FE-Analysen für die scheinbar einfache Toleranzanalyse eines mehrfach ver-

schraubten und verschweißten PKW-Kotflügels bereits mehrere Wochen in Anspruch neh-

men [Schm11]. Darüber hinaus erfordert die Toleranzanalyse erneut erhebliche numerische 

Ressourcen, weshalb u. a. die Toleranzanalyse-Software VisVSA die vorherige Reduktion 

der Sensitivitätsmatrizen vornimmt [Voß12]. Dennoch geht diese Reduktion zwangsweise 

mit einem Verlust an Genauigkeit einher. Zudem sind bisher nur Probleme mit linear-

elastischem Materialverhalten lösbar. Darüber hinaus ermöglicht dieser Ansatz lediglich die 

Integration elastischer Verformungen für diskrete CAD-Geometrien. Für weitere Arten der 

Toleranzrepräsentation ist dies eingeschränkt bereits möglich (Vektorketten [Stu09c, 

Stu11]) bzw. noch immer Gegenstand der Forschung (u. a. [Jai12, Hom14]). 

Die Berücksichtigung von Verlagerungen von Bauteilen in spielbehafteten Gelenken wird 

seit jeher durch die Forschungsfelder der Getriebeanalyse (z. B. [Sti96, Eic00]) sowie der 

Mehrkörpersimulation [Muv11] vorangetrieben und gewinnt, aufgrund der enormen Aus-
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wirkungen von Gelenkspiel auf die Energieeffizienz bewegter Systeme, zunehmend an Be-

deutung [Thü13]. So bestehen nach FLORES et al. drei Möglichkeiten zur Berechnung der 

resultierenden Verlagerung (mittels Mehrkörpersimulation) und nach STUPPY fünf Mög-

lichkeiten zu deren Integration in vektorielle Toleranzanalysen [Flo04, Stu11]. Dennoch ist 

nach POLINI die Integration der Verlagerung in spielbehafteten Gelenken für weitere Arten 

der Toleranzrepräsentation (abgesehen vom Small Displacement Torsor) nicht gegeben 

[Pol11], erste allgemeingültige Modellierungskonzepte existieren aber bereits [Mar09b]. 

Zudem bietet aktuell kein kommerzielles Software-Werkzeug zur Toleranzanalyse die 

Möglichkeit der Berücksichtigung spielbehafteter Gelenke [Pol11] (nähere Ausführungen 

zu kommerziellen Software-Werkzeugen folgen in Kapitel 2.6). 

Die Auswirkungen von Geometrieänderungen aufgrund geänderter Bauteil- und/oder Um-

gebungstemperaturen zeigen sich nach JEANG et al. oftmals erst nach vielen Jahren des 

problemlosen Produktgebrauchs [Jea02]. Die Notwendigkeit der Berücksichtigung dieser in 

statistischen Toleranzanalysen ist dennoch seit langem unbestritten [Cha91, Scho95a]. So 

schlug FISHER bereits 2004 die Berechnung der resultierenden Geometrieänderungen mit-

tels FE-Analysen und deren anschließende Integration in statistische Toleranzanalysen vor 

[Fis04]. Jedoch vergingen einige Jahre, bis FISHERs Lösungsansatz in [Jay12] und [Maz13] 

aufgegriffen und umgesetzt wurde. PIERRE et al. und SPRÜGEL et al. widmen sich hingegen 

der Integration temperaturbedingter Geometrieänderungen starrer Systeme der Toleranzre-

präsentationen mittels Deviation Domains [Pie09a] und Vektorketten [Spr14]. Dennoch 

bleibt festzuhalten, dass die Integration temperaturbedingter Geometrieänderungen in statis-

tische Toleranzanalysen bisher kaum Gegenstand von Forschungsarbeiten des Toleranzma-

nagements ist. 

2.3.3.2 Toleranzanalyse von Systemen mit Wechselwirkungen zwischen Abweichungen 

Bereits in den 1950er Jahren stellten GIBSON und MORRISON fest, dass neben unmittelbaren 

Auswirkungen von Abweichungen auch wechselseitige Abhängigkeiten zwischen einzelnen 

Abweichungen funktionsrelevante Schließmaße eines Produktes beeinflussen [Gib51, 

Mor57]. GIBSON schloss aus seinen Studien, dass derartige Wechselwirkungen in statisti-

sche Toleranzbetrachtungen mit einfließen sollten. Entgegen dieser Empfehlung, vernach-

lässigt MCGHEE in [McG59] die Wechselwirkungen im Rahmen einer rechnerunterstützten 

Toleranzoptimierung anhand geeigneter Filterfunktionen. Während dies auf die damals 

erheblichen numerischen Aufwände zurückzuführen ist, stellt die Berücksichtigung von 

wechselseitigen Abhängigkeiten gegenwärtig – zumindest bzgl. der Rechenleistung – kein 

sonderliches Problem mehr dar und ist somit von umso größerer Relevanz [Has09, Sto11b]. 

Dennoch widmeten sich in den vergangenen 50 Jahren kaum Forscher den Wechselwirkun-

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


34 Stand der Forschung und Technik 

gen zwischen Abweichungen, wie sie beispielsweise zwischen der zufälligen Abweichung 

der Höhe eines Biegebalkens und dessen systematischer Deformation bestehen. 

So stellen HONG et al. zwar verschiedenste Beispiele derartiger Wechselwirkungen vor, 

erläutern jedoch deren Berücksichtigung in statistischen Toleranzanalysen nicht vollständig 

[Hon03]. Hingegen belegen ALTSCHUL et al. anhand der Toleranzanalyse des Türscharniers 

eines Flugzeugs, dass Abhängigkeiten zwischen Abweichungen signifikante Auswirkungen 

auf die Montierbarkeit der Tür haben [Alt94]. In [Wan02] wird zudem verdeutlicht, dass 

diese Wechselwirkungen bereits die Wahl des Ausrichtungs- und Montagekonzepts von 

Bauteilen beeinflussen. ZIEGLER et al. widmen sich der Identifikation von Wechselwirkun-

gen anhand globaler Beitragsleisteranalysen, während HOCHMUTH und SCHLEICH et al. be-

legen, dass Fertigungsabweichungen das strukturmechanische Verhalten eines Bauteils (in 

Form der resultierenden elastischen Deformation unter Last) und damit die Ergebnisse einer 

Toleranzsimulation merklich beeinflussen [Zie13a, Hoc02, Schl13a]. 

2.3.3.3 Toleranzanalyse von Mechanismen 

Die Auswirkungen von Einzelteilabweichungen auf das Bewegungsverhalten von Mecha-

nismen genießt bereits seit den 1960er Jahren nennenswerte Aufmerksamkeit in der For-

schung. Der Terminus Mechanismus wurde hierbei im Toleranzmanagement u. a. durch 

CHASE et al. geprägt und wird auch in der vorliegenden Arbeit gemäß dieser Definition 

verwendet [Cha91]. Sie definieren einen Mechanismus als ein System aus mehreren Einzel-

teilen, dessen (mögliche) Translationen und Rotationen der Einzelteile (und damit des Ge-

samtsystems) um mehrere Größenordnungen über den Abweichungen der Einzelteile liegen 

[Cha91]. Die Toleranzanalyse von Mechanismen erfolgt durch eine Reihung einer Vielzahl 

an Toleranzanalysen zu definierten Zeitpunkten der Bewegung bzw. verschiedenen Stel-

lungen des Mechanismus [Cha91]. Da CHASE et al. bereits 1991 den Stand der Forschung 

bzgl. der Toleranzanalyse und -synthese von Mechanismen zusammenstellten, widmen sich 

nachfolgende Ausführungen vorzugsweise den Forschungsarbeiten seit 1991. 

Die Vorstellung der sogenannten configuartion spaces, einer mathematischen Formulierung 

des Kontaktverhaltens kinematischer Paare [Jos94], begründete Mitte der 90er enormes 

Interesse an der Toleranzanalyse von Mechanismen. In den Folgejahren erweiterten SACKS 

et al. den Ansatz für komplexere Probleme: Worst-Case-Analysen [Sac98] und statistische 

Toleranzanalysen [Sac97] sowie Analysen von Mechanismen mit höherwertigen kinemati-

schen Paaren (z. B. Eingriff von Zahnrädern) [Kyu03, Kyu07]. Seit mehreren Jahren wer-

den diese Arbeiten nicht mehr weitergeführt. Dies lässt sich insbesondere auf die begrenzte 

Leistungsfähigkeit des Ansatzes gegenüber jüngeren Entwicklungen (z. B. [Stu11]) zurück-
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führen. So finden weder Mittelwertverschiebungen noch systematische Abweichungen Be-

rücksichtigung in SACKS Arbeiten. Dennoch zählen die Arbeiten von SACKS zu den am häu-

figsten zitierten Arbeiten im Toleranzmanagement und insbesondere in Bezug auf die Tole-

ranzanalyse von Mechanismen [Gar14]. Bedeutend ist zudem die Direct Linearization Me-

thod (kurz: DLM), die aus den ADCATS-Aktivitäten der 90er Jahre hervorging (vorgestellt 

in [Mar88], weiterentwickelt in [Cha91, Cha96] und validiert in [Wit04]). Sie basiert auf 

der Entwicklung der Schließmaßgleichung durch die Multiplikation homogener Transfor-

mationsmatrizen, welche die Verknüpfung der abweichungsbehafteten Getriebeglieder in 

deren Gelenken und unter Berücksichtigung der gegebenen Freiheitsgrade in diesen Gelen-

ken beschreiben. Die DLM ist – im Unterschied zu configuration spaces – auch aktuell 

noch Gegenstand von Forschungsarbeiten zur Toleranzanalyse (z. B. [Lei10, Moe09, 

Che14]) und findet darüber hinaus auch im Rahmen der vorliegenden Arbeit Anwendung 

(nähere Ausführungen folgen in Kapitel 4.4). 

Bestehende Anwendungen neuer Ansätze und Weiterentwicklungen existierender Ansätze 

der Toleranzanalyse von Mechanismen können u. a. bezüglich der berücksichtigten Abwei-

chungen unterschieden werden. Die Berücksichtigung zufälliger Fertigungsabweichungen 

ist hierbei allen nachfolgend erwähnten Arbeiten gemein. 

Toleranzanalyse von Mechanismen mit zufälligen Abweichungen 

Die Arbeiten von STOLZENBERG und HÜSUNG begründeten die Forschungsarbeiten zur To-

leranzanalyse von Mechanismen in Deutschland mit der Worst-Case-Betrachtung von Maß- 

und Winkelabweichungen der Getriebeglieder [Sto94, Hüs95]. Die Anwendung der entwi-

ckelten Ansätze wird in [Hüs03] und [Ger05] im Rahmen der Toleranzanalysen von Cab-

rio-Verdeck-Mechanismen gezeigt. KOLLER führt die Forschungsarbeiten weiter und stellt 

einen Ansatz vor, der ein Verklemmen eines Mechanismus aufgrund von Fertigungsabwei-

chungen (Laufgrad < 1) prognostizieren und somit u. a. auch überbestimmte Mechanismen 

identifizieren kann [Kol96]. HÖRSKEN belegt, dass die rechnerunterstützte Mehrkörpersi-

mulation und die Toleranzanalyse von Mechanismen mittels Vektorketten miteinander ge-

koppelt werden können [Hör03] und verdeutlicht dies am Beispiel eines abweichungsbehaf-

teten Malteserkreuzgetriebes [Hör99]. Internationale Forschungsarbeiten nutzen hingegen 

vermehrt die DLM zur Toleranzanalyse von Mechanismen. So analysieren GAO et al. das 

Bewegungsverhalten eines Kurbelmechanismus mit tolerierten Einzelteilen [Gao98], wäh-

rend IMANI et al. und LEISHMAN et al. die Auswirkungen von zufälligen Abweichungen auf 

die Präzision der Bewegung von Vier-Gelenk-Mechanismen mittels der DLM evaluieren 

[Moe07, Lei10]. Neben der Weiterentwicklung der statistischen Toleranzanalyse für Me-

chanismen widmen sich viele Forschungsarbeiten auch der Anwendung dieser für neue 
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Problemstellungen der Getriebeanalyse (z. B. überbestimmte Mechanismen [Que12]) sowie 

bei der Entwicklung neuer Produkte. So nutzen HUMMEL et al. die statistische Toleranzana-

lyse dazu, die Kollisionsfreiheit eines Kardangelenks mit tolerierten Einzelteilen sicherzu-

stellen [Hum00]. MAKKONEN et al. analysieren die abweichungsbehaftete Schließbewegung 

der Schublade eines CD-ROM-Laufwerks [Mak07], während ADABI et al. die Bewegung 

einer Kurbelschwinge mit Hilfe der Toleranzanalyse auf Basis von Vektorketten bestimmen 

[Ada10]. Hingegen analysieren CHOI et al. wie sich fertigungsbedingte Abweichungen auf 

die statistische Verteilung des dynamischen Gleichgewichtszustands eines Fliehkraftreglers 

auswirken [Cho05] und belegen in [Cho08] am Beispiel eines Kurbeltriebs, dass die Ergeb-

nisse einer Monte-Carlo-basierten Toleranzanalyse mit der analytischen Lösung zufrieden-

stellend übereinstimmen. Während die bisher genannten Forschungsarbeiten vorwiegend 

Mechanismen mit niederwertigen Gelenken (punktueller Kontakt der Getriebeglieder) in 

den Fokus stellen, finden höherwertige Gelenke nur selten Beachtung in der Toleranzanaly-

se von Mechanismen. Dennoch greifen erste Arbeiten den Kontakt zwischen Nockenwelle 

und Ventil [Cha09] sowie den Kontakt von Zahnrädern im Eingriff (Bru07, Wat13, 

Schl14a, Dan15] auf. Auch die Hersteller kommerzieller Software-Werkzeuge stellen be-

reits Konzepte zur Toleranzanalyse von Mechanismen vor (z. B. MSC Adams [Sha02] und 

Pro Mechanica
®
 [Ell05]). Jedoch sind diese Konzepte in der vorgestellten Form reine Wor-

karounds und erlauben somit keine integrierte Toleranzanalyse von Mechanismen. 

Toleranzanalyse von Mechanismen mit zufälligen und systematischen Abweichungen 

Neben zufälligen finden zunehmend auch systematische Abweichungen Berücksichtigung 

in aktuellen Forschungsarbeiten zur Toleranzanalyse abweichungsbehafteter Mechanismen. 

Die Notwendigkeit dieser Entwicklung bestätigen Impulse aus der industriellen Praxis (nä-

here Ausführungen folgen in Kapitel 3.2.2). Darüber hinaus untermauern dies Erkenntnisse 

jüngerer Forschungsarbeiten zur Relevanz der elastischen Deformation von Bauteilen 

[Moe09, Dup10, Maz11], der Verlagerung von Bauteilen aufgrund spielbehafteter Gelenke 

[Tao69, Tin00, Hoc01, Hof05, Dup10, Pol14] und temperaturbedingter Geometrieänderun-

gen [Don09] für die statistische Toleranzanalyse von Mechanismen. 

Elastische Deformationen in bewegten Systemen sind die Folge der Belastung eines Einzel-

teils durch Kräfte und/oder Momente [Moe09]. Diese resultieren aus der Beschleunigung 

bewegter Massen und äußeren Lasten. Nach SAMPER et al. bieten sich hierbei vier grundle-

gende Ansätze, elastische Deformationen in Toleranzanalysen einzubinden [Sam98]. Je-

doch beurteilen sie lediglich die gleichzeitige Betrachtung von Fertigungsabweichungen 

und Deformationen - als zielführend. Eine Integration der elastischen Deformation in statis-

tische Toleranzanalysen erfordert somit nach HOCHMUTH die Entwicklung einer „statisti-
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schen FEA“, die dieser für die Toleranzanalyse eines Mechanismus mit nachgiebigen Bau-

teilen auch bereitstellt und einsetzt [Hoc02]. Die Bewegung überbestimmter Mechanismen 

kann oftmals nur durch die (erzwungene) Deformation der Einzelteile aufrechterhalten 

werden [Que12]. BEAUCAIRE et al. stellen in [Bea13] einen Ansatz zur Toleranzanalyse 

überbestimmter Mechanismen vor und verdeutlichen diesen am Beispiel eines doppelt ge-

führten Linearschlittens mit nachgiebigen Einzelteilen. 

Die Integration der Verlagerung von Getriebegliedern aufgrund spielbehafteter Gelenke 

erfolgt zumeist durch die Einbringung eines zusätzlichen Vektors in die jeweilige Vektor-

kette eines kinematischen Systems, wobei die Länge des Vektors dem Betrag der Verlage-

rung und die Ausrichtung des Vektors der Verlagerungsrichtung entsprechen [Tin00, 

Yan11]. Die Größe der Verlagerung wird in den meisten Arbeiten als maximal angenom-

men (Worst-Case-Fall der Verlagerung [Stu11]). Hierbei beträgt der Betrag der Verlage-

rung exakt die Hälfte des vorhandenen Gelenkspiels [Sti96, Stu11]. Die Betrachtung der 

Auswirkungen von Gelenkspiel ist sowohl Gegenstand von statistischen Toleranzanalysen 

als auch von Worst-Case-Toleranzanalysen [Eic00, Tin00, Mut11]. Jedoch ist auch hier 

festzuhalten, dass bestehende Forschungsarbeiten kaum die Auswirkungen von Gelenkspiel 

bei Produkten aus der industriellen Praxis analysieren. Lediglich Toleranzanalysen eines 

Filmgreifergetriebes [Hof05], einer Schwerlastrolle [Pol14] sowie eines Rillenkugellagers 

und einer Zahnradpaarung [Sam07] ergänzen den Stand der Forschung. Vielmehr stehen 

akademische Demonstratoren – vornehmlich aus der Getriebelehre und hierbei insbesonde-

re der Vier-Gelenk-Mechanismus – im Fokus (z. B. [Yan11, Hua10a, Hua10b, Mut11]). 

Integrierte Toleranzanalyse bewegter Systeme nach STUPPY 

Abschließend ist noch der Ansatz der „Integrierten Toleranzanalyse bewegter Systeme“ 

von STUPPY hervorzuheben [Stu11]. Dieser Ansatz erlaubt sowohl die Betrachtung von 

zufälligen Fertigungsabweichungen als auch systematischen betriebsabhängigen Abwei-

chungen im Rahmen der statistischen Toleranzanalyse eines Mechanismus [Stu10]. STUPPY 

et al. verdeutlichen den Ansatz detailliert am Beispiel eines abweichungsbehafteten Kurbel-

triebs, dessen Bewegungsverhalten sowohl durch Fertigungsabweichungen als auch die 

systematische Deformation der Kurbelwelle [Stu09c] und die Verlagerung des Pleuels ge-

genüber der Kurbelwelle (aufgrund von Gelenkspiel im großen Pleuelauge) [Stu09b, Stu08] 

beeinflusst wird. Der Ansatz von STUPPY stellt – nach Meinung des Autors – den gegen-

wärtig ausgereiftesten und leistungsfähigsten Ansatz zur statistischen Toleranzanalyse von 

Mechanismen dar. Jedoch beschränkt sich auch dieser Ansatz – wie alle zuvor diskutierten 

– auf die Betrachtung von lediglich einem Bewegungszyklus und damit eine betrachtete 

Zeitdauer von maximal wenigen Sekunden. 
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2.4 Toleranzsynthese und Toleranzoptimierung 

Der Produktentwickler steht wesentlich häufiger vor der Aufgabe der gezielten Vergabe der 

Einzelteiltoleranzen (Toleranzsynthese) anstelle einer Analyse der Auswirkungen einer 

bestehenden Tolerierung auf das Schließmaß (Toleranzanalyse) [Cha88]. 

 

Bild 2.8: Toleranzanalyse und Toleranzsynthese nach [Cha88] 

Die Toleranzsynthese dient demnach dazu, die maximal zulässige Schließmaßtoleranz 

möglichst effektiv auf die abweichungsbehafteten Merkmale der Einzelteile des betrachte-

ten Systems aufzuteilen bzw. zu allokieren [Cha88]. Sie ist somit die Umkehrung bzw. In-

version der Toleranzanalyse [Cha88] (Bild 2.8). Die Aufteilung der Schließmaßtoleranz 

folgt hierbei üblicherweise dem sog. Allokationsschema [Cha90]. Bekannt sind insbesonde-

re die Methode der proportionalen Skalierung [Bjø89, Man97, Cha99b] und die Aufwei-

tung bzw. Einengung der Toleranzen gemäß des Erweiterungsfaktors [Man05]. Hierbei 

sieht die erstgenannte Methode für zunehmende Nennmaße eine (proportionale) Zunahme 

aller Einzeltoleranzen vor, die u. a. durch den Präzisionsfaktor definiert wird. Hingegen 

wird der Erweiterungsfaktor eigens für jede Toleranz bestimmt und ermöglicht somit eine 

flexiblere Anpassung der Toleranzen gemäß ihrem Beitrag zur Schließmaßstreuung. 

Aufgrund der signifikanten Abhängigkeit der Fertigungskosten eines Produktes von den 

vergebenen Toleranzen der Einzelteile, erfährt die Toleranzsynthese basierend auf Tole-

ranz-Kosten-Modellen seit über 60 Jahren enorme Aufmerksamkeit in Forschung und Ent-

wicklung [Eva58]. Zudem etabliert sich deren Einsatz auch in der industriellen Anwendung 

[Opt14]. Hierbei wird der weitbekannte Toleranzkonflikt einer Toleranzvergabe „so eng 

wie nötig, so breit wie möglich“ [Wit02, Glö07, War13b] für alle Einzelteiltoleranzen unter 

Berücksichtigung der Auswirkungen auf die Schließmaßtoleranz (so eng wie nötig) und auf 

die resultierenden Fertigungskosten (so breit wie möglich) gelöst. 

Nachfolgend werden relevante Grundlagen sowie erforderliche mathematische Gesetzmä-

ßigkeiten und Vorgehensweisen zur statistischen Toleranzsynthese mittels Toleranz-

Kosten-Modellen dargestellt und der gegenwärtige Stand der Forschung diskutiert. 

Analyse der Auswirkungen von Einzelteil-

abweichungen auf das Schließmaß des Systems

Bestimmung der Einzelteiltoleranzen, welche die 

funktionalen Anforderungen des Systems erfüllen

Toleranzanalyse

Toleranzsynthese
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2.4.1 Toleranz-Kosten-Modelle  
Zur Bestimmung der resultierenden Fertigungskosten einer Tolerierung werden im Rahmen 
der statistischen Toleranzrechnung sogenannte Toleranz-Kosten-Modelle (oft auch als To-
leranz-Kosten-Kurven bezeichnet) herangezogen. Nach PIWONKSI et al., CHASE et al. und 
LÖÖF lassen sich diese in drei „Typen der Produktionskostenfunktionen“ unterteilen 
[Piw82, Cha90, Löö10]: 

 Stetige Funktionen (üblicherweise: Hyperbel) 

 Stetige, aber diskontinuierliche Funktionen 

 Punktförmige Funktionen mit meist nicht hyperbolischer Veränderlichkeit 

Neben linearen Modellen und Exponentialfunktionen dienen insbesondere reziproke Hy-
perbelgleichungen als Toleranz-Kosten-Modelle. Tabelle 2.1 fasst ausgewählte Toleranz-
Kosten-Modelle zusammen, wobei Kfix die Fixkosten (Maschinenpark, Einstellarbeiten etc.) 
und Kind einen Kennwert für die individuellen Kosten (wie Spezialwerkzeuge) darstellen, 
die zur Einhaltung der Einzelteiltoleranz T anfallen. 

Tabelle 2.1: Ausgewählte Toleranz-Kosten-Modelle nach [Cha90, Cha91, Yeo96] 

Bezeichnung Modell Autor(en) 

Linear fix indK K T   [Ede64] 

Reziprok fix indK K T  [Par85], [Cha88] 

Quadratisch-reziprok 2
fix indK K T  [Spo73] 

Potenziert-reziprok k
fix indK K T  [Sut75], [Lee86], [Cha90] 

Exponentiell mT
indK e  [Pet70], [Spe72], [Wil75b] 

Potenziert-reziprok-exponentiell mT
indK e T  [Mic82] 

 
Getrieben durch die Vielfalt der Toleranz-Kosten-Modelle entwickelten ANDOLFATTO et al. 
jüngst ein erweitertes Modell, mit welchem alle, in Tabelle 2.1 genannten Toleranz-Kosten-
Modelle anhand der Koeffizienten m und k repräsentiert werden können. 

 
 

 

lim

var

lim

m T T
ind

T fix k

K

K eK K
T T

  




 

 lim

K

T TlimT Tlim



T TT T
 (2.34) 

Darüber hinaus berücksichtigt diese allgemeine Formulierung einen unteren Grenzwert Tlim 
der jeweiligen Toleranz T. Somit können fortan, auch Fertigungsprozesse mit einer endli-
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chen Genauigkeit und damit einer senkrechten Asymptote der Fertigungskosten bei Tlim > 0 

in statistische Toleranzrechnungen einbezogen werden [And14]. 

 

Bild 2.9: Mehrstufiges Toleranz-Kosten-Modell zur Berücksichtigung drei alternativer Ferti-

gungsprozesse mit zugehörigen Toleranz-Kosten-Modellen gemäß Tabelle 2.1 

Stehen für die Fertigung eines Bauteils und dessen tolerierter Abmessungen mehrere Ferti-

gungsverfahren zur Verfügung, so lässt sich ein stetiger, aber diskontinuierlicher Zusam-

menhang zwischen den Toleranzen und den jeweils resultierenden Fertigungskosten ablei-

ten. Das zugehörige Toleranz-Kosten-Modell entspricht somit einer abschnittsweise defi-

nierten Kostenfunktion, die stets jenes Fertigungsverfahren zugrunde legt, welches für die 

derzeitig gewählte Toleranz mit den geringsten Fertigungskosten einhergeht. Derartige 

Modelle finden insbesondere zur toleranzgetriebenen Fertigungsprozessoptimierung An-

wendung (z. B. [Loo87, Yeo96, Siv09]). Ein stetiges, aber diskontinuierliches Toleranz-

Kosten-Modell ist in Bild 2.9 gezeigt. 

Der verbleibende Typ der Kostenmodelle basiert auf den Ergebnissen empirischer Untersu-

chungen. Aufgrund der aufwandsbedingten Limitierung in der Anzahl der Messungen kön-

nen lediglich diskrete Punkte einer Toleranz-Kosten-Funktion abgeleitet werden. Derartige 

Modelle sind jedoch insbesondere für den Einsatz numerischer Methoden nur bedingt ge-

eignet und oftmals nur mit erheblichen numerischen Aufwänden einsetzbar. Somit sind 

stetige Toleranz-Kosten-Modelle für den Einsatz numerischer Methoden im Rahmen der 

Toleranzsynthese essentiell. Um dennoch einen stetigen mathematischen Zusammenhang 

zwischen der Toleranz und den resultierenden Kosten bereitzustellen, finden zunehmend 

mathematische Ansätze der Approximation Anwendung [Dan12]. Diese reichen von frühen 

Anwendungen der polynomialen Regression (Polynome erster bis fünfter Ordnung) in 

[Don91] sowie kubischer Splines [Yeo96] bis hin zum Einsatz sogenannter Meta-Modelle. 
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Hierbei sind insbesondere Antwortflächen (englisch: Response Surfaces) [Kim01, Şeh08] 
und Künstliche Neuronale Netze hervorzuheben [Che00, Jay10b]. Detaillierte Ausführun-
gen zu Meta-Modellen sowie zu deren Einsatz im Toleranzmanagement finden sich in Ka-
pitel 2.5. 

2.4.2  Bestimmung der optimalen Tolerierung 
Das Ziel der Toleranzsynthese ist die Identifikation des besten Kompromisses zwischen 
(üblicherweise zwei) divergierenden Anforderungen an ein Produkt und somit an die Ein-
zelteiltolerierung. Im Fall der kostengetriebenen Toleranzsynthese ist dieser Kompromiss 
die Tolerierung, welche mit möglichst geringen Fertigungskosten einhergeht, jedoch zu-
gleich sicherstellt, dass eine maximal zulässige Ausschussquote des finalen Produktes nicht 
überschritten wird [Cha88]. Bild 2.10 zeigt die Fertigungskosten Ktotal eines Systems mit 
zwei abweichungsbehafteten Maßen in Abhängigkeit der zugehörigen Toleranzen T1 und 
T2. Das Diagramm verdeutlicht, dass die Toleranzsynthese (mit dem Ziel der Minimierung 
der Fertigungskosten) stets zu möglichst weiten Toleranzen strebt. Die „optimale Tolerie-
rung“ ist folglich ein Punkt auf der resultierenden Kostenfläche in diesem Lösungsraum. 

 

Bild 2.10: Lösungsraum: Fertigungskosten Ktotal eines Produktes aufgetragen über die Tole-
ranzen T1 und T2 von zwei tolerierten Einzelteilabmessungen 

Der Toleranzingenieur (siehe Kapitel 1.3) kann sich somit der optimalen Tolerierung durch 
gezielte Anpassung der Tolerierung und die anschließende Toleranzanalyse (oftmals itera-
tiv) nähern (vgl. Kapitel 2.2). Da dies jedoch mit enormen Aufwänden einhergeht, wurden 
Verfahren der systematischen Toleranzsynthese entwickelt (beginnend mit [Moy64]). Diese 
werden in traditionelle Ansätze und fortgeschrittene Ansätze unterteilt [Sin09]. 

Traditionelle Ansätze der Toleranzsynthese (z. B. [Foo48], [Piw82], [Cha90], [Man05]) 
basieren zumeist auf der händischen Bestimmung von Kennzahlen zur Aufweitung bzw. 
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Einengung der Einzelteiltoleranzen. Diese (sowohl iterativen als auch nicht-iterativen) Ver-

fahren finden aber kaum Anwendung in der industriellen Praxis [Sin09]. 

Hingegen wird bei fortgeschrittenen Ansätzen der Toleranz-Kosten-Konflikt rechnerunter-

stützt mittels Optimierungsalgorithmen gelöst [Sin09]. Diese Verfahren werden unter dem 

Begriff der Toleranzoptimierung zusammengefasst und genießen, aufgrund der Leistungs-

fähigkeit moderner Computer, große Aufmerksamkeit im Rahmen industrieller Anwendun-

gen [Sin09]. In der Regel ist hierbei eine Optimierungsaufgabe mit dem Ziel der Minimie-

rung der, aus der Vergabe der Toleranzen Ti resultierenden Fertigungskosten Ktotal gemäß 

  1 2min , ,...,total iK T T T  (2.35) 

und unter Erfüllung einer oder mehrerer, zumeist nicht-linearer Nebenbedingungen zu lösen 

[Sin09]. Zur Lösung dieser nicht-linearen Optimierungsaufgaben können sowohl lokale 

nicht-lineare Optimierungsalgorithmen als auch globale Optimierungsalgorithmen einge-

setzt werden [Spr13a]. Während lokale Algorithmen lediglich relative (lokale) Minima der 

Zielfunktion Ktotal finden, identifizieren globale Algorithmen das absolute Minimum des 

gesamten Suchraums (Bild 2.10). 

Es existiert eine Vielzahl von Algorithmen zur lokalen Optimierung unter Berücksichtigung 

nicht-linearer Nebenbedingungen. Im Hinblick auf die Toleranzoptimierung sind insbeson-

dere die Sequentielle Quadratische Programmierung [Wil63, Bog95], die Innere-Punkte-

Verfahren [Kar84] und der Trust-Region-Algorithmus [Con00] zu nennen. Jedoch findet die 

lokale Optimierung kaum noch Anwendung zur Lösung des Toleranz-Kosten-Konflikts 

(z. B. [Kao00], [Che03], [Jun11]), was sich im Besonderen auf die Leistungsfähigkeit glo-

baler Optimierungsalgorithmen zurückführen lässt. Vielmehr ist die Dominanz der globalen 

Optimierung und insbesondere metaheuristischer Ansätze klar erkennbar [Sin09]. Die nach-

folgenden Ausführungen beschränken sich somit auf die Vorstellung zweier metaheuristi-

scher Ansätze der globalen Optimierung (Genetische Algorithmen und Partikelschwarm 

Optimierung), die sich im Toleranzmanagement in den letzten Jahren vielfach bewährt ha-

ben [Mut09]. Beide Ansätze finden im Rahmen der vorliegenden Arbeit Anwendung. 

2.4.2.1 Genetische Algorithmen 

Der Ansatz der Genetischen Algorithmen (kurz: GA) ist den Evolutionären Algorithmen 

zuzuordnen, welche auf der mathematischen Imitation von Techniken der natürlichen Evo-

lution (wie Vererbung, Kreuzung und Mutation) basieren [Mit98]. Hierbei handelt es sich 

um ein iteratives Verfahren, bei welchem eine definierte Anzahl an Individuen durch deren 

Evolution (von Iteration zu Iteration) schlussendlich ein optimales Individuum hervorbringt 

[Hol75]. Jedes Individuum repräsentiert eine vollständige Tolerierung der Einzelteile.  
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Bild 2.11: Evolutionäre Modifikationen der Individuen „Tolerierung“ durch Kreuzung und 

Mutation im Rahmen der Optimierung mittels Genetischer Algorithmen 

Die Applikation Genetischer Algorithmen zur statistischen Toleranzoptimierung wird von 

SINGH et al. in sechs Schritten empfohlen [Sin05]: 

1. Identifikation aller relevanten Abweichungen und der jeweils zugehörigen Toleranz: 

Dieser Schritt entspricht der Toleranzspezifikation gemäß der drei Kernaktivitäten 

der Toleranzsimulation nach Bild 2.2. 

2. Festlegung der Optimierungsparameter (Größe der Population, Wahrscheinlichkeit 

einer Kreuzung, Wahrscheinlichkeit einer Mutation etc.) 

3. Formulierung der Fitnessfunktion (Zielfunktion der Optimierung): Genetische Al-

gorithmen bewerten Individuen mit hohen Werten der Fitnessfunktion als besonders 

positiv. Somit ist die geeignete Formulierung der Fitnessfunktion essentiell. Hierzu 

kann beispielsweise der Kehrwert der resultierenden Fertigungskosten Ktotal
-1

, der 

folglich maximiert werden soll, herangezogen werden. 

4. Evaluierung der Individuen bezüglich ihrer Fitness und Selektion der bestgeeignets-

ten Individuen mit hohen Fitness-Werten. 

5. Applikation genetischer Techniken [Mit98]: Jedes Individuum besitzt mehrere so-

genannte Chromosomen, welche hier die vergebenen Einzelteiltoleranzen repräsen-

tieren. Die Darstellung der Chromosomen erfolgt binär. 

a. Reproduktion der Population (Chromosomen von Individuen hoher Fitness 

werden für die Vererbung an neu generierte Individuen identifiziert. Dies 

folgt somit DARWINs These „survival of the fittest“ [Spe64]) 

b. Kreuzung (Verschiedene Chromosomen mehrerer ausgewählter Individuen 

werden an ein neu generiertes Individuum vererbt, siehe Bild 2.11) 
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c. Mutation (Ein neues Individuum wird durch gezielte, oftmals nur geringfü-

gige Modifikation ausgewählter Chromosomen erzeugt. Das erzeugte Indi-

viduum ist dem Ausgangsindividuum sehr ähnlich, siehe Bild 2.11) 

6. Iteration der Schritte 4 und 5 bis beispielsweise ein definiertes Konvergenzkriterium 

(Abbruchkriterium bei ausreichender Ergebnisgüte) erfüllt ist. 

2.4.2.2 Partikelschwarm Optimierung 

Die 1995 von KENNEDY et al. vorgestellte Partikelschwarm Optimierung (kurz: PSO) ist 

ein metaheuristisches Verfahren zur globalen Optimierung, das auf der Imitation des Sozi-

alverhaltens dezentralisierter natürlicher Kollektive basiert [Ken95]. Derartige Kollektive 

bilden beispielsweise Fische oder Vögel, die durch den Zusammenschluss zu Schwärmen 

und die Kommunikation untereinander sowohl die kollektive Leistungsfähigkeit als auch 

die gemeinsame Futtersuche des Schwarms optimieren [Spr13a]. Die Partikelschwarm Op-

timierung erfährt zunehmende Beachtung in Forschungsarbeiten des Toleranzmanagements 

[Gao07, Kar12]. Zudem ist deren Eignung zur Lösung der, in vorliegender Arbeit forcier-

ten, Toleranzoptimierung zeitabhängiger Mechanismen bereits in Vorarbeiten des Autors 

belegt (siehe Kapitel 4.7). 

Analog zum Einsatz Genetischer Algorithmen ist für die Partikelschwarm Optimierung 

zunächst die Identifikation der Abweichungen und zugehöriger Toleranzarten (Toleranz-

spezifikation) erforderlich. Anschließend kann nach MUTHU et al. das Optimierungsprob-

lem in einem iterativen Prozess aus drei Schritten gelöst werden [Mut09]: 

1. Positionierung der Partikel im Suchraum sowie Berechnung des Geschwindigkeits-

vektors jedes Partikels 

2. Berechnung der Geschwindigkeitsänderung jedes Partikels aus den derzeitigen Wer-

ten der Zielfunktion (Kosten Ktotal) aller Partikel des Kollektivs 

3. Berechnung der Positionsänderung der Partikel des Kollektivs 

Der Algorithmus verteilt somit im ersten Schritt eine Population aus einer definierten An-

zahl an Partikeln in einem gegebenen Suchraum. Der n-dimensionale Suchraum wird hier-

bei durch die n Toleranzen der abweichungsbehafteten Merkmale der Einzelteile aufge-

spannt. Somit kann für jeden Partikel der resultierende Wert der Zielfunktion der Optimie-

rung – die jeweiligen Fertigungskosten dieser Tolerierung – ermittelt werden. Zudem wird 

analysiert, ob die Partikel gegebene Nebenbedingungen der Optimierung erfüllen. Der Par-

tikel, welcher sowohl die geringsten Fertigungskosten aufweist als auch gegebene Neben-

bedingungen erfüllt, wird als Leitpartikel bezeichnet. Dieser stellt die, im aktuellen Iterati-

onsschritt, bestgeeignetste Lösung des Optimierungsproblems dar. 
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Bild 2.12: Bewegung der Partikel bei PSO während drei Iterationen innerhalb eines zwei-

dimensionalen Suchraums (Ordinate und Abszisse: Toleranzen T1 und T2) nach [Wal15b] 

Nach dem Vorbild der Natur stimmen Schwarmmitglieder ihre Bewegungen innerhalb ei-

nes gegebenen Raums durch Kommunikation untereinander ab. Analog wird bei jeder Itera-

tion die Bewegung jedes Partikels (außer des Leitpartikels) durch eine individuelle Ge-

schwindigkeitsänderung so modifiziert, dass alle Partikel stets in Richtung des Leitpartikels 

streben. Die Position 1k

ix   und Geschwindigkeit 1k

iv  des i-ten Partikels bei der (k+1)-ten Ite-

ration berechnen sich gemäß der Gleichungen (2.36) und (2.37). 

 1k k k
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Hierbei gehen im (k+1)-ten Iterationsschritt folgende Größen in die Berechnung der Positi-

on und Geschwindigkeit des i-ten Partikels mit ein [Mut09, Schr10]: 

 Trägheitskonstante  0;1j  

 Zwei gleichverteilte Zufallszahlen  1 0;1q  und  2 0;1q   
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 Individuelle Erfahrung k

ic  (Fertigungskosten) des betrachteten i-ten Partikels 

 Aktuelle Position k

Leitpartikelx  des Leitpartikels 

 Schwarmerfahrung k

Leitpartikelc  (Fertigungskosten) des Leitpartikels 

Hierbei entsprechen die Erfahrungen der Partikel 
1

kc  und 
2

kc  den jeweiligen Fertigungskos-

ten des i-ten Partikels und des Leitpartikels der k-ten Iteration. Bild 2.12 zeigt drei Iterati-

onsschritte der Partikelschwarm Optimierung (Population = 4 Partikel) eines Toleranz-

Kosten-Problems unter Berücksichtigung der Toleranzen T1 und T2. 

2.4.3 Diskussion des Standes der Forschung zur Toleranzsynthese 

CAMPATELLI bezeichnet die Toleranzsynthese als „einen der derzeit vielversprechendsten 

Wege, um die Kosten der Bauteilfertigung zu reduzieren“ [Cam11]. Dies spiegelt sich u. a. 

im Stellenwert dieser in bestehenden Forschungsarbeiten des Toleranzmanagements wider. 

Dennoch ist festzuhalten, dass der Fortschritt der Toleranzsynthese seit den Anfängen vor 

50 Jahren [Moy64] stets massiv durch die Forschung zur Toleranzanalyse vorangetrieben 

wird. Insbesondere lässt sich dies mit dem weitaus höheren numerischen Aufwand der To-

leranzsynthese begründen [Kus95]. So vergehen oftmals viele Jahre bis neue Methoden und 

Ansätze sowohl für die Toleranzanalyse als auch für die Toleranzsynthese bereit stehen. 

Nachfolgend wird der aktuelle Stand der Forschung zur statistischen Toleranzsynthese (und 

insbesondere der hier dominierenden rechnerunterstützten Toleranzoptimierung [Cha90]) 

anhand ausgewählter und für die vorliegende Arbeit relevanter Aspekte und Veröffentli-

chungen seit dem Review-Artikel von CHASE et al. im Jahre 1991 [Cha91] dargestellt und 

diskutiert. 

2.4.3.1 Toleranzsynthese von Systemen mit zufälligen und systematischen Abweichungen 

Zumeist ist die Toleranzsynthese von Systemen mit zufälligen Abweichungen, die während 

der Fertigung entstehen Gegenstand von Forschungsarbeiten. Während noch vor 20 Jahren 

kaum mathematische Optimierungsverfahren eingesetzt wurden, dominieren diese heutzu-

tage die Forschung [Hon02, Kar12]. Insbesondere genießen hierbei metaheuristische Algo-

rithmen (allen voran PSO und GA) enorme Aufmerksamkeit. So nutzen [Mut09, Zah09, 

Siv10a] sowohl PSO als auch GA, um die optimale Toleranzvergabe der Freilaufkupplung 

von FORTINI [For67] zu ermitteln. Hierbei beziehen Erstgenannte neben den Fertigungskos-

ten auch die Kosten aufgrund des Qualitätsverlusts nach TAGUCHIs Qualitätsverlustfunktion 

[Tag05] mit ein. Die Eignung metaheuristischer Algorithmen zur Lösung von Optimie-

rungsproblemen mit nicht-linearen Nebenbedingungen ermöglicht die Toleranzoptimierung 

bisher nur iterativ lösbarer industrieller Anwendungen. Neben Elektromotoren [Kim10] und 
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der Positionierung eines Kolbens im Zylinder eines Verbrennungsmotors [Gao07] wird dies 

auch für einen doppelt geführten Linearschlitten [Wu09] gezeigt. Der Einsatz weiterer ma-

thematischer Lösungsverfahren hat dennoch eine Berechtigung, da diese, trotz ihrer limi-

tierten Leistungsfähigkeit, gewisse Anwendungen oftmals bereits mit geringerem Aufwand 

zufriedenstellend lösen. Hierbei sind u. a. Anwendungen des Pattern Search-Algorithmus 

[Sam09b], der Simulierten Abkühlung [Zha98, Che01] sowie der Lambert W Funktion 

[Shi05, Shi10, Che11] im Toleranzmanagement gängig. 

Die Toleranzsynthese kann zudem die Wahl geeigneter Fertigungsverfahren (in Abhängig-

keit der resultierenden optimalen Toleranzen) unterstützten. Hierfür werden u. a. in [She02, 

Siv10b] die resultierenden Fertigungskosten aus stetigen, aber diskontinuierlichen Tole-

ranz-Kosten-Modellen aufsummiert und in der Toleranzoptimierung gemäß der Optimie-

rungsbedingung minimiert. Ferner ist festzuhalten, dass Ansätze der Toleranzoptimierung 

bereits für eine Vielzahl der Toleranzrepräsentationen (z. B. T-Maps
®

 [Jia07], Polytope 

[Man11]) existieren und sich darüber hinaus auch mathematische Approximationen der 

Schließmaßgleichung (nähere Ausführungen folgen in Kapitel 2.5) in statistische Toleranz-

synthese einbinden lassen [Hue06, Kim10]. 

Es ist allgemein anerkannt, dass eine optimale Toleranzsynthese sowohl die Auswirkungen 

von zufälligen Abweichungen als auch mögliche Effekte aufgrund von Mittelwertverschie-

bungen mit einbeziehen muss [Zha10]. Hierbei sind sowohl Mittelwertverschiebungen der 

zufälligen Abweichungen sowie systematische Abweichungen, die in einer Mittelwertver-

schiebung des Schließmaßes resultieren, anzuführen. STEFANO entwickelt das mean shift 

model, welches die Toleranzoptimierung eines Systems mit mittelwertverschobenen zufäl-

ligen Abweichungen anhand der Lagrange Multiplikatoren ermöglicht [Ste03]. Hingegen 

nutzen KOPARDEKAR et al. Künstliche Neuronale Netze um die Auswirkungen der Mittel-

wertverschiebungen der zufälligen Abweichungen auf das Schließmaß im Rahmen einer 

Toleranzsynthese zu beschreiben [Kop95]. Die Integration systematischer Abweichungen 

in die Toleranzsynthese ist erst seit wenigen Jahren Gegenstand von Forschungsarbeiten. 

Hierzu werden die Abweichungen zumeist mit Hilfe der FE-Analyse ermittelt und an-

schließend in die Schließmaßgleichungen eingebunden. So berücksichtigen JAYAPRAKASH 

et al. thermisch bedingte Geometrieänderungen der Einzelteile eines Elektromotors 

[Jay10b] und einer Getriebebaugruppe [Jay11, Jay14] in statistischen Toleranzoptimierun-

gen. Ferner belegen KIM et al., dass thermisch bedingte Geometrieänderungen signifikante 

Auswirkungen auf die optimale Toleranzvergabe der Einzelteile eines abweichungsbehafte-

ten Wälzlagers haben [Kim02, Kim05]. Auch systematische Deformationen von Einzeltei-

len können somit anhand von FE-Analysen bestimmt und in die Toleranzsynthese einbezo-
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gen werden. Erste erfolgreiche Anwendungen der Toleranzoptimierung mit nachgiebigen 

Bauteilen finden sich hierbei insbesondere im Automobilbau (Führungsschienen eines 

PKW-Sitzes [Maz13]) und in der Luft- und Raumfahrt (Flugzeugrohbau [Che13]). 

2.4.3.2 Toleranzsynthese von Systemen mit Wechselwirkungen zwischen Abweichungen 

Bereits 2004 zeigten MANARVI et al., dass ohne die Berücksichtigung der Wechselwirkun-

gen zwischen zufälligen fertigungsbedingten Abweichungen und der systematischen De-

formation eines PKW-Karosseriebauteils keine sinnvolle Lösung des Optimierungsprob-

lems möglich ist [Man04]. Weiterhin begründen SINGH et al. die Notwendigkeit weiterer 

Forschungsarbeiten anhand der Toleranzoptimierung eines Systems, welches mehrere 

Schließmaße in die Zielfunktion einschließt. Zudem treten die Abweichungen in mehreren 

dieser Schließmaße zugleich auf und stehen somit untereinander in Abhängigkeit [Sin05]. 

Trotz ihrer Relevanz finden Wechselwirkungen zwischen Abweichungen auch aktuell 

kaum Beachtung in Forschung und Entwicklung. Lediglich erste Ansätze zur Berücksichti-

gung von Kovarianzen zwischen zufälligen Abweichungen in der statistischen Toleranzsyn-

these liegen vor [Kha02, Bar05]. 

2.4.3.3 Toleranzsynthese von Mechanismen 

Die Zeitabhängigkeit von Mechanismen stellt besondere Anforderungen an die statistische 

Toleranzsynthese. So stellen SHAIBU et al. heraus, dass existierende Modelle die Identifika-

tion der optimalen Toleranzvergabe für zeitabhängige Systeme nur unzureichend ermögli-

chen [Sha09]. Dennoch soll im Folgenden auf relevante Arbeiten hierzu näher eingegangen 

werden. Bereits 1993 lösten ZHANG et al. ein nicht-lineares Toleranz-Optimierungsproblem 

eines Mechanismus mittels Sequentieller Quadratischer Programmierung, beschränkten 

sich jedoch entgegen der etablierten Six-Sigma-Philosophie auf eine Worst-Case-

Betrachtung (kein Ausschuss war zulässig) [Zha93]. KYUNG et al. nutzen die configuration 

spaces von SACKS et al. zur Toleranzsynthese [Kyu03]. Die Leistungsfähigkeit des Ansat-

zes wird u. a. in [Kyu03, Kyu06] an einer Vielzahl an Beispielen gezeigt. Dennoch führte 

wohl der enorme numerische Aufwand des Ansatzes schlussendlich dazu, dass diese For-

schungsarbeiten bis heute nicht weitergeführt wurden. Ferner stellen GOETHALS et al. in 

[Goe11] einen übergeordneten Ansatz des Robust Designs für zeitsensitive Qualitätsfakto-

ren vor, der auch zur Toleranzsynthese von Mechanismen mit zufälligen Abweichungen 

herangezogen werden kann. Jedoch erlaubt dieser Ansatz nicht die Definition der Spezifi-

kationsgrenzen des zeitabhängigen Schließmaßes und damit auch nicht deren Einhaltung. 

Die Betrachtung niederwertiger Gelenke ist mit bestehenden Ansätzen zwar bereits Gegen-

stand einiger Arbeiten. Jedoch zeigen diese sowohl bezüglich der numerischen Umsetzung 
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[Tha11] als auch der limitierten Aussagefähigkeit (nur Worst-Case-Betrachtung in [Kri03, 

Car05] möglich) Schwächen. Die Toleranzoptimierung eines Globoidkurvengetriebes (als 

höherwertiger Kontakt) in [Che02] zeigt trotz alledem eindrucksvoll, dass die Möglichkei-

ten der statistischen Toleranzsynthese von Mechanismen noch bei Weitem nicht ausge-

schöpft sind. Dennoch beschränkt sich diese Betrachtung (wie auch alle zuvor erläuterten 

Forschungsarbeiten) auf lediglich einen Bewegungszyklus des abweichungsbehafteten Me-

chanismus und damit auf ein Zeitintervall von maximal wenigen Sekunden. 

Die Berücksichtigung systematischer Abweichungen in der Toleranzsynthese von Mecha-

nismen übersteigt nach DANTAN et al. die Leistungsfähigkeit klassischer Ansätze der rein 

analytischen Herleitung der erforderlichen Schließmaßgleichungen [Dan08]. Sie empfehlen 

stattdessen die Bestimmung der systematischen Abweichungen (z. B. Deformation eines 

Einzelteils) mittels numerischer CAE-Werkzeuge, heben jedoch im gleichen Atemzug den 

exorbitant hohen Rechen- und Zeitaufwand hervor [Dan08]. Demnach können systemati-

sche Abweichungen entweder nur in vereinfachter analytischer Form (wie die Verlagerung 

in einem spielbehafteten Gelenk in [Cho98]) oder mit äußerst großem numerischen Auf-

wand in die Toleranzsynthese integriert werden. 

Abschließend sei zu erwähnen, dass das Interesse der Hersteller kommerzieller Tole-

ranzanalyse-Software an der Bereitstellung einer Toleranzsynthese-Funktion überraschend 

gering erscheint (nähere Ausführungen folgen in Kapitel 2.6). Derartige Bestrebungen sind 

gegenwärtig rein forschungsgetrieben [Koc02, Gov12]. 

2.5 Meta-Modelle 

Der numerische Aufwand statistischer Toleranzsimulationen ist insbesondere für Systeme 

höherer Komplexität und dabei selbst für eine vergleichsweise geringe Anzahl an Samples 

(< 10 000 Samples) mitunter erheblich und demnach kaum tragbar. So sind statistische To-

leranzanalysen, die über Nacht durchgeführt werden, in der industriellen Praxis bereits gang 

und gäbe. Darüber hinaus treibt die gegenwärtige Entwicklung vom produkt- hin zum pro-

zessorientierten Toleranzmanagement [Kar12] den Bedarf an Ressourcen zur Integration 

der Prozessinformationen (z. B. fertigungsbedingte Deformationen der Einzelteile) in eine 

Integrative Toleranzsimulation [Sto11a, Voß12] zusätzlich signifikant in die Höhe. 

Um dennoch statistisch abgesicherte Simulationsergebnisse zu erzielen und fundierte Hand-

lungsempfehlungen aus diesen abzuleiten, sind eine ausreichende Anzahl an Samples und 

damit ein erheblicher numerischer Aufwand unumgänglich. Dieser Problematik wird im 

Toleranzmanagement jüngst durch den gezielten Einsatz mathematischer Ersatzmodelle, 

sogenannte Meta-Modelle, begegnet [Dan12]. Meta-Modelle nutzen u. a. Ansätze der ma-
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thematischen Approximation und des Maschinellen Lernens, um ein Prognosemodell des 

jeweils betrachteten physikalischen Zusammenhangs zu generieren [Sim01b, Mos08]. Ein 

Meta-Modell ist nach [Kle09] als „Approximation der Eingangs/Ausgangs-Relationen ei-

nes Simulationsmodells“ zu verstehen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit finden folgende 

Techniken Anwendung: 

 Response Surface Methodology (kurz: RSM; Kapitel 2.5.1) 

 Kriging Interpolation (Kapitel 2.5.2) 

 Support Vector Regression (kurz: SVR; Kapitel 2.5.3) 

 Künstliche Neuronale Netze (kurz: KNN; Kapitel 2.5.4) 

Da für die Generierung eines Meta-Modells eine vergleichsweise geringe Anzahl an Samp-

les erforderlich ist (< 200 Samples), kann somit der numerische Aufwand für Toleranzana-

lysen und insbesondere für die Toleranzsynthese (aufgrund ihres iterativen Ablaufs) signi-

fikant reduziert werden – bei nahezu gleichbleibender statistischer Belastbarkeit. Damit 

eröffnen Meta-Modelle nach [Wyn10] nahezu unbegrenzte Möglichkeiten, selbst hoch-

komplexe Fragestellungen des Toleranzmanagements erstmals überhaupt und darüber hin-

aus noch äußerst zeit- und ressourceneffizient zu behandeln [Hon02]. 

Der Einsatz von Meta-Modellen im Toleranzmangement lässt sich in zwei Anwendungen 

unterteilen: Zum einen lassen sich, wie bereits in Kapitel 2.4.1 erläutert, die Abhängigkei-

ten zwischen Toleranzen und Kosten durch Meta-Modelle approximieren. Zum anderen, 

werden gezielt Schließmaßgleichungen für Toleranzsimulationen (sowohl vollständig als 

auch partiell) durch Meta-Modelle approximiert. Insbesondere hat sich hier der Einsatz der 

vergleichsweise einfachen Response Surface Methodology etabliert. So wird die Response 

Surface der Rückfederung eines abweichungsbehafteten Tiefziehprozesses im Rahmen ei-

ner Toleranzoptimierung des Fertigungsprozesses in [Lep09] herangezogen. KIM ermittelt 

die optimalen Einzelteiltoleranzen eines Reluktanzmotors, indem er bei der Toleranzsyn-

these auf die Response Surface des resultierenden Drehmoments in Abhängigkeit der tole-

rierten Bauteilmerkmale zurückgreift [Kim04, Kim10]. Darüber hinaus dient die RSM im 

Rahmen von Toleranzanalysen insbesondere zur Reduzierung des numerischen Aufwands 

für die Berechnung der Beitragsleister bei Kraftstoffinjektoren eines Common-Rail-

Dieselmotors [Mar07], zur Geräuschentwicklung eines abweichungsbehaften PKW-

Hinterachsgetriebes [Wat13] sowie der Montierbarkeit tolerierter Front-End-Komponenten 

eines PKWs [Hua09]. Die Approximation systematischer Abweichungen für deren Integra-

tion in Schließmaßgleichungen ist ebenfalls Gegenstand ausgewählter Arbeiten. Insbeson-

dere sind hierbei elastische Bauteildeformationen zu nennen, die zur Toleranzanalyse nach-

giebiger Bauteile notwendig sind [Sto11a, Schl13a]. 
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Jedoch ist die erzielbare Prognosegüte (als Qualitätskriterium von Meta-Modellen) der 

RSM, insbesondere für Probleme höherer Komplexität (z. B. stark nicht-lineare Ergebnisse 

numerischer Simulationen) oftmals nicht mehr zufriedenstellend. Folglich finden zuneh-

mend weitere Meta-Modelle Beachtung im Toleranzmanagement [Dan12]. Hierbei sind 

neben der Kriging Interpolation und SVR besonders KNN hervorzuheben. Die grundsätzli-

che Eignung Neuronaler Netze zur Approximation von Abweichungen sowie Schließmaß-

gleichungen wird in [Col11] sowie [And13, Kop95] gezeigt, während SPRÜGEL et al. deren 

höhere Leistungsfähigkeit gegenüber der RSM und der SVR quantifizieren [Spr13b]. Zu-

dem nutzen CHIH et al. Neuronale Netze um die optimale Allokation von Fertigungstole-

ranzen ohne vorhergehende Annahme der zugehörigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu 

prognostizieren [Chi07]. Die Schließmaßgleichung eines abweichungsbehafteten mehrstu-

figen Montageprozesses wird im Rahmen der Toleranzsynthese in [Hua09] mittels KNN 

und zur Montageprozessplanung in [Loo09] mittels der Kriging Interpolation approximiert. 

Ferner ermöglicht die Kriging Interpolation der Zielfunktion einer statistischen Toleranzop-

timierung in [Hue06] die signifikante Reduktion der einhergehenden Simulationsdauer. 

Abschließend ist festzuhalten, dass sowohl die Kriging Interpolation als auch die SVR ge-

nutzt werden, um den numerischen Aufwand zur Berechnung der Beitragsleister zu redu-

zieren. Dies belegen sowohl JIN et al. am Beispiel der Beitragsleister zum abweichungsbe-

dingten Leistungsverlust eines Verbrennungsmotors [Jin04] als auch CANIOU für eine ab-

weichungsbehafteten elektronische Schalterbaugruppe [Can12]. 

2.5.1 Response Surface Methodology 

Die RSM geht zurück auf die Arbeiten des Statistikers GEORGE E. P. BOX (*1919, †2013) 

in den 1950er Jahren [Box51]. Hierbei wird der mathematische Zusammenhang  

  1 2, ,...., ky f x x x  (2.38) 

zwischen einer definierten Zielgröße y und den zugehörigen k Eingangsgrößen xi eines 

(oftmals virtuellen) Experiments durch ein Polynom n-ter Ordnung – die sog. Response 

Surface – approximiert. In Forschungsarbeiten des Toleranzmanagements finden zumeist 

Polynome zweiter Ordnung [Sim01a] Anwendung: 

 
2

0

1 1 1 1

n n n n

i i ii i ij i j

i i i j

y x x x x   
   

       (2.39) 

Im Rahmen der RSM werden die sogenannten Regressionskoeffizienten βi so an die vorlie-

genden Ergebnisse der Experimente angepasst, dass die resultierende Summe der Fehler-

quadrate durch die Approximation möglichst gering wird. Die Anzahl kβ der zu bestimmen-
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den Regressionskoeffizienten einer Response Surface zweiter Ordnung hängt hierbei von 

der Anzahl k der Eingangsgrößen ab und berechnet sich gemäß Gleichung (2.40). Folglich 

umfasst somit eine Response Surface zweiter Ordnung eines Problems mit sechs Eingangs-

größen (k = 6) gesamt kβ = 28 Regressionskoeffizienten. 

 
  1 2

2

k k
k

 
  (2.40) 

Zur Bestimmung der Regressionskoeffizienten sind somit mindestens kβ statistische Expe-

rimente (sog. Samples; vgl. Kapitel 2.3.1.2) erforderlich, die üblicherweise durch Techni-

ken der Statistischen Versuchsplanung definiert werden. Die RSM lässt sich numerisch 

einfach und schnell implementieren und verursacht zudem lediglich geringe numerische 

Aufwände. Folglich haben sich Response Surfaces als die meistgenutzten Meta-Modelle in 

der simulationsgetriebenen Produktentwicklung etabliert [Sim01b]. 

2.5.2 Kriging Interpolation 

Die Kriging Interpolation hat ihren Ursprung in den Arbeiten des Bergbauingenieurs 

DANIEL G. KRIGE (*1919, †2013). Dieser stellte 1951 in [Kri51a, Kri51b] ein Interpolati-

onsverfahren vor, mit welchem die Erzhaltigkeit des Gesteins an einem Punkt aus den 

Messwerten umliegender Messpunkte interpoliert werden kann. Dieses Verfahren dient 

seitdem als Entscheidungsgrundlage im Bergbau, ob Bereiche einer Miene aufgrund einer 

hohen prognostizierte Erzhaltigkeit abgebaut oder zurückgelassen (geringe prognostizierte 

Erzhaltigkeit) werden sollten. Der Mathematiker MATHERON erweitere und formalisierte 

KRIGEs Ansatz und ermöglichte somit die, für die vorliegende Arbeit relevante, Ableitung 

örtlicher, nichtlinearer Prognosen [Mat63, Cre90]. Zudem prägte dieser die Bezeichnung 

„Kriging“ [Cre90]. Die Kriging Interpolation kann als eine Erweiterung der RSM angese-

hen werden, da die zu prognostizierende Zielgröße y(x) anhand der Summe eines Polynoms 

n-ter Ordnung f(x) (das sog. globale Modell gemäß der RSM) und einer Funktion Z(x) be-

stimmt wird. Die Funktion Z(x) prognostiziert hierbei die individuelle lokale Abweichung 

an jedem Punkt im betrachteten Parameterraum durch Interpolation (gewichtete lineare 

Kombination) aus vorliegenden Analysedaten umliegender Messpunkte [Sim01a]. 

      y x f x Z x   (2.41) 

Bild 2.13 verdeutlicht die Prognose des Erzgehalts des Bodens an einem potentiellen 

Schürfpunkt anhand der Kriging Interpolation aus drei umliegenden Messpunkten. Die 

Erzhaltigkeiten der zwei umliegenden Punkte #1, #2 und #3 wurden in vorhergehenden 

Untersuchungen bereits bestimmt (15 %, 10 % und 12 %). Die prognostizierte Erzhaltigkeit 
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am Schürfpunkt setzt sich demnach aus dem globalen Anteil f(#2) sowie der individuellen 

lokalen Abweichung Z#2 zusammen. Hierbei wird Z#2 anhand einer quadratischen Regressi-

on aus den Erzhaltigkeiten der drei umliegenden Messpunkte ermittelt interpoliert. 

 

Bild 2.13: Prognose der Erzhaltigkeit  an einem (bisher unbekannten) Schürfpunkt in Abhän-

gigkeit der Erzhaltigkeiten von drei bekannten Schürfstellen  mittels Kriging 

Zur Bestimmung der jeweiligen Gewichtungsfaktoren und somit der Funktion Z(x) stehen 

eine Vielzahl an Methoden zur Verfügung, die unter dem Begriff Kriging Interpolation 

zusammengefasst werden: Bekannt sind insbesondere Simple Kriging und Ordinary Kri-

ging. Simple Kriging ermittelt die Gewichtungsfaktoren unter der Annahme, dass der Er-

wartungswert der Funktion Z(x) einen konstanten Wert annimmt. Simple Kriging stellt so-

mit einen Sonderfall des Ordinary Kriging dar, mit welchem die Gewichtungsfaktoren auch 

für E[Z(x)] ≠ konst. (variable Trends) ermittelt werden können. Im Folgenden wird Simple 

Kriging vorgestellt. Für weiterführende Erläuterungen sei auf [Arm98, Spr13a] verwiesen. 

Im Folgenden sei uα die Menge aller Messpunkte im Parameterraum, für welche die jeweils 

zugehörige Zielgröße y(uα) bereits bekannt ist, während u alle Punkte des Parameterraums 

umfasst, für die die resultierende Zielgröße y(u) interpoliert werden soll. Unter der Annah-

me eines konstanten Erwartungswertes der Zielgröße  E u m  entfällt die, bei Ordinary 

Kriging erforderliche aufwändige Schätzung dieses variablen Trends m anhand von Vario-

grammen [Arm98]. Somit kann die lokale Abweichung  *Z u  am betrachten Punkt u, mit 

Kenntnis der bisher noch unbekannten Gewichtungsfaktoren  u , gemäß Gleichung 

(2.42) abgeschätzt werden. 

      
( )

*

1

n u

Z u m u Z u m 




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Hierbei entspricht n(u) der Anzahl an benachbarten Messpunkten, die zur Schätzung der 

lokalen Abweichung am Punkt u herangezogen werden [Boh05]. Diese Schätzung geht 

jedoch stets mit einem Fehler ε(u) einher: 

          * *u Z u Z u Z u m Z u m             (2.43) 

Dieser Fehler kann durch die gewichtete Linearkombination der Residuen R aller Punkte 

gemäß Gleichung (2.44) ausgedrückt werden [Boh05]. 

            
( )

*

1

n u

u u R u R u R u R u 


 


     (2.44) 

Um eine möglichst hohe Prognosequalität des Meta-Modells sicherzustellen, müssen die 

Gewichtungsfaktoren so gewählt werden, dass der Fehler ε(u) minimal wird. Hierzu greift 

Simple Kriging auf einen einfachen, aber sehr effizienten Ansatz zurück: Anstelle der Mi-

nimierung des Fehlers ε(u) verfolgt Simple Kriging fortan die Minimierung der Varianz 

dieses Fehlers  2 u  [Boh05]: 

             2 * *2 ,u Var R u Var R u Cov R u R u     (2.45) 

Die Motivation hierfür ist, dass durch die Minimierung der Varianz des Fehlers  2 u  als 

auch der Fehler ε(u) selbst minimiert wird. Die zugehörigen Gewichtungsfaktoren sind so-

mit optimal. Folglich sind die partiellen Ableitungen der Varianz des Fehlers (Gleichung 

(2.45)) nach den Gewichtungsfaktoren zu bilden und zu Null zu setzen. Es resultiert ein 

Gleichungssystem der Form 

  K u k  , (2.46) 

wobei K der Kovarianzmatrix der bekannten Messpunkte uα und k dem Vektor der Kovari-

anzen zwischen dem betrachten Punkt u und den bekannten Messpunkten uα entsprechen 

[Boh05]. Die optimalen Gewichtungsfaktoren können nun mittels 

 1K k   (2.47) 

ermittelt werden und erlauben abschließend die Bestimmung der lokalen Abweichung 

 *Z u  am betrachten Messpunkt u gemäß der eingangs erläuterten Gleichung (2.42). 

2.5.3 Support Vector Regression 

Die Support Vector Regression (SVR) ist ein Verfahren des Maschinellen Lernens, welches 

zur Regression herangezogen wird. SVR geht auf die Arbeiten von VAPNIK et al. [Vap95, 
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Vap97] zurück, der bereits 1963 die, für die SVR essentiellen Support Vector Machines zur 

Klassifikation von Datensätzen vorstellte [Vap63]. 

Ziel der SVR ist die Ermittlung einer (linearen oder nicht-linearen) Funktion f(x), welche 

Zielgrößen y
*
(x) prognostiziert, die maximal um einen definierten Fehler ε von den tatsäch-

lichen Zielgrößen y(x) abweichen (Bild 2.14, links). Die Funktion f(x) entspricht hierbei 

einer Linearkombination der k Eingangsgrößen des Vektors
1 2( , ,..., )T

kX x x x  mit den zu-

gehörigen Gewichtungsfaktoren 
1 2( ,w ,...,w )T

kw w  und dem additiven reellen Wert b. 

  f x w X b    (2.48) 

 

Bild 2.14: Funktion f(x) der Punkte Xi (links) und Verlustfunktion „ε-intensive loss function“ 

zur Bestrafung der Punkte mit unzulässig großem Fehlern (rechts) nach [Bas07a, Schu13] 

Zur Bestimmung der optimalen Gewichtungsfaktoren ist nachfolgendes Optimierungsprob-

lem zu lösen [Bas07a]. Hierzu ist die euklidische Norm von w gemäß 

  
2 *

1

1
min

2

n

i i

i

w C  


   (2.49) 

 unter den Nebenbedingungen 

*

* *

*, 0

i i i

i i i

i i

y w x b

y w x b

 

 

 

     

     
 

 (2.50) 

zu minimeren. Die Nebenbedingungen stellen hierbei sicher, dass die resultierende Funkti-

on f(x) die Forderung eines maximal zulässigen Fehlers ε nicht verletzt [Bas07a]. Da diese 

Forderung nicht stets für alle der n Punkte (xi, yi) des Datensatzes erfüllt ist (Fehler > ε), 

werden diese Punkte bei der Regression gezielt durch die Schlupfvariablen 
i (Gleichung 

(2.51)) und *

i  (Gleichung (2.52); Bild 2.14, rechts) bestraft [Bas07a]. Deren Gewichtung 

erfolgt durch das Fehlergewicht 0C  . 

   (X)i y X f    (2.51) 

-ε ε

f(Xin)

xi

Funktion f(x) 2
ε

*

i

Support Vector

i

i

*

iP1

P1
1

*

P
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 *
0

i

i

i i

für
 


   


 

 
 (2.52) 

Das erläuterte Vorgehen erlaubt bisher jedoch lediglich eine lineare Regression. Zur SVR 

nicht-linearer Probleme ist das entwickelte Optimierungsproblem nach Gleichung (2.49) 

mittels der Methode der Lagrange Multiplikatoren zu lösen [Bas07a]. Hierzu ist zunächst 

die Lagrangefunktion aus der Zielfunktion und deren Nebenbedingungen (Gleichungen 

(2.49) und (2.50)) sowie der Lagrange Multiplikatoren 
i  und *

i  abzuleiten. Zudem er-

fordert die Lösung der Optimierungsaufgabe die Transformation der Eingangsgrößen X und 

der zu prognostizierenden Punkten Xin in einen Vektorraum höherer Dimension, üblicher-

weise mittels sogenannter Kernfunktionen k(X, Xin) [Smo98]. Die Lösung des Optimie-

rungsproblems liefert die Optimierung mittels Lagrange Multiplikatoren, welche abschlie-

ßend zur Formulierung der gesuchten Funktion f(Xin) zur Approximation der Zielgröße 

y
*
(Xin) für eine gegebene Konstellation an Eingangsgrößen Xin [Bas97a] dienen: 

    *

1

( , )
n

in i i k in

i

f X k X X b 


     (2.53) 

Für weiterführende Ausführungen, insbesondere zur SVR hochgradig nicht-linearer Da-

tensätze, der Wahl geeigneter Kernfunktionen sowie der detaillierten Lösung der Lagrange 

Multiplikation sei auf [Bas07a] verwiesen. 

2.5.4 Künstliche Neuronale Netze 

Künstliche Neuronale Netze (KNN) bilden das Lernverhalten natürlicher Neuronaler Netze, 

wie das des menschlichen Gehirns, virtuell nach [Rey11]. Sie gehen auf das 1943 entwi-

ckelte Formalmodell des Neurons [McC43] zurück [Rey11]. Mit zunehmendem Lernfort-

schritt sind KNN in der Lage, das Verhalten eines Systems für eine bisher unbekannte Kon-

figuration an Eingangsgrößen mit zunehmender Güte zu prognostizieren. Diese Fähigkeit 

ermöglicht deren Einsatz zur Approximation von Funktionen auf Basis virtueller Simulati-

onsergebnisse im Rahmen der rechnerunterstützten Produktentwicklung [Ade01] und seit 

1995 auch im Toleranzmanagement [Kop95]. 

Wesentlichste Bausteine der KNN sind Neuronen, die eingehende Informationen in Aus-

gangssignale wandeln und diese über Synapsen an weitere Neuronen des KNN weiterleiten 

(Bild 2.15). Die eingehenden Informationen liegen üblicherweise in Form eines Vektors 

1 2( , ,..., )T

kX x x x  vor. Zunächst werden die k Eingangsgrößen xi des Vektors X anhand der 

Gewichtungsfaktoren 
1 2( , ,..., )T

kW w w w  priorisiert und gegebenenfalls um einen konstan-

ten Bias-Wert b vergrößert. Anschließend wird die resultierende skalare Ausgangsgröße des 
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Neurons a anhand sogenannter Aktivierungsfunktionen f(X, W, b) berechnet (Gleichung 

(2.54)). [Lip06, Kra09] 

  a f WX b   (2.54) 

Die Wahl der Aktivierungsfunktion(en) hängt hierbei wesentlich vom betrachteten techni-

schen System und dessen Systemverhalten ab. Bewährte Transferfunktionen sind hierbei 

u. a. lineare Funktionen, die Sigmoid-Funktion sowie logarithmische Funktionen [Lip06]. 

Die Anordnung der Neuronen in KNN wird durch die Topologie beschrieben. Ein KNN 

besteht stets aus einer Eingangsschicht, einer Ausgangsschicht und mindestens einer ver-

deckten Schicht  1vn   [Lip06]. Über die Eingangsschicht werden die eingehenden Infor-

mationen 
1 2( , ,..., )T

kX x x x  an die Neuronen der ersten verdeckten Schicht übergeben und 

in jedem Neuron gemäß Gleichung (2.54) verarbeitet. Existieren weitere verdeckte Schich-

ten  1vn  , so wiederholt sich die Verarbeitung der eingehenden Information durch die 

Neuronen der ersten verdeckten Schicht auch auf allen weiteren Schichten, bis auf der ab-

schließenden Ausgangsschicht das Ausgangsneuron die gesuchte Ausgangsgröße Y des 

KNN ausgibt [Lip06]. Die Topologie eines zweischichtigen KNN mit je vier Neuronen 

(blaue Kreise) auf den zwei versteckten Schichten ist in Bild 2.15 gezeigt. 

 

Bild 2.15: Topologie eines Künstlichen Neuronalen Netzes mit jeweils vier Neuronen auf zwei 

verdeckten Schichten (links) sowie Aufbau eines Neurons (rechts) [Lip06, Spr13a] 

Das Lernen bzw. Training eines KNN (auf Basis eines bestehenden Datensatzes) wird hier-

bei durch eine fortwährende Modifikation der Neuronen und deren Struktur innerhalb des 

Netzes erreicht. Bestehende Lernverfahren lassen sich hierbei in die drei Gruppen des 

Überwachten Lernens, des Bestärkenden Lernens sowie des Unüberwachten Lernens ein-

teilen [Lip06]. Jedoch erreichen alle Lernverfahren den Lernerfolg des KNN durch die glei-

chen Modifikationen des Netzes und dessen Topologie [Lip06, Kra09]: 

 Hinzufügen oder Löschen von Neuronen 

verdeckte 

Schicht #1

verdeckte 

Schicht #2

X Y an

b

1

fΣ

w1

wk

x1

x2

x3

x4

xk
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 Entwicklung neuer und Löschen bestehender Verbindungen zwischen Neuronen 

 Anpassung der Gewichtungsfaktoren wij (zwischen i-tem und j-tem Neuron) 

Für weiterführende Ausführungen bezüglich KNN, deren topologischen Besonderheiten 

und der Anwendung verschiedener Lernverfahren sei auf [Lip06] verwiesen. 

2.5.5 Evaluierung der Prognosegüte von Meta-Modellen 

Wie zuvor erläutert, erlauben Meta-Modelle die Prognose des Verhaltens eines (virtuellen) 

Systems durch z. B. Approximation. Da dies jedoch stets mit einer endlichen Genauigkeit 

einhergeht, unterliegt jede Prognose eines Meta-Modells einem unvermeidlichen Fehler. 

BOX schließt folgerichtig „all models are wrong…”, stellt jedoch im gleichen Atemzug 

klar “…but some are useful“ [Box87]. Hiermit unterstreicht er, dass bei ausreichender 

Prognosegüte eines Meta-Modells, dieses dennoch verlässliche Prognosen ermöglicht. 

Der Toleranzingenieur steht somit vor der Aufgabe, stets die Prognosegüte eines Meta-

Modells zu analysieren. So können Meta-Modelle bezüglich der gestellten Anforderungen 

für deren Einsatz im Rahmen der statistischen Toleranzrechnung beurteilt und somit die 

ausreichende statistische Belastbarkeit der Ergebnisse statistischer Toleranzsimulationen 

sichergestellt werden. Hierzu sind jedoch neben den Samples zur Generierung des Meta-

Modells zusätzliche Samples – die sogenannten Test-Samples – erforderlich. Der Toleran-

zingenieur benötigt somit einen Datensatz, der sowohl die Samples zur Generierung des 

Meta-Modells (die sogenannten Trainings-Samples) als auch die Test-Samples umfasst 

[Wit11b, Ash14]. Hierzu gibt es verschiedenste sogenannte Validierungsstrategien, wie die 

Samples des Datensatzes in Training- und Test-Samples aufgeteilt werden. Im Folgenden 

werden drei ausgewählte Validierungsstrategien näher erläutert:  

 Die bekannteste und zugleich einfachste Strategie ist die Split-Validation [Rap14]. 

Hierbei wird der Datensatz lediglich einmal aufgeteilt. Hierbei hat sich u. a. ein 

Verhältnis von 70 zu 30 (Training zu Test) bewährt [Cro05, Pre10]. Die Zuordnung 

der Samples kann strukturiert oder zufällig erfolgen. 

 Die k-fold Cross Validation [Lar31, Kur48] (deutsch: Kreuzvalidierung) erlaubt 

eine globale Evaluierung der Prognosegüte, geht jedoch mit dem k-fachen Aufwand 

einher. Hierzu wird der Datensatz in k gleich große Teile geteilt. Anschließend kann 

ein Meta-Modell mit (k-1) Teilen des Datensatzes trainiert und anschließend mit 

dem verbleibenden Teil des Datensatzes getestet werden. Dieses Vorgehen wird (k-

1)-mal wiederholt, wobei jeder Teil des Datensatzes lediglich einmal die Test-

Samples stellt. Die resultierende Prognosegüte entspricht beispielsweise dem arith-

metischen Mittel der Prognosegüten aller generierten k Meta-Modelle. [Wit11b] 
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 Das Repeated Random Sub Sampling (RRSS) wird als eine Weiterführung der 

Cross Validation verstanden. Analog der Cross Validation wird die Unterteilung des 

Datensatzes, die Erstellung des Meta-Modells und dessen Evaluierung mit den Test-

samples m-mal wiederholt („Repeated“). Die Aufteilung der Samples in den Trai-

nings- und den Testteil erfolgt, im Unterschied zum systematischen Vorgehen der 

Cross Validation, rein zufällig („Random“). Zudem werden beim RRSS mehr Wie-

derholungen m eingesetzt, als bei der k-fold Cross Validation (m > k). Die zufällige 

Aufteilung der Samples bedingt jedoch, dass nicht zwingend jedes Sample auch 

zum Training eines Meta-Modells herangezogen wird. Dennoch ermöglicht insbe-

sondere das RRSS die globale Beurteilung der erzielbaren Prognosegüte von Meta-

Modellen auf Basis eines bestehenden Datensatzes [Xu01]. [Die03] 

Zur Quantifizierung der Prognosegüte von Meta-Modellen werden sogenannte goodness-of-

fit Parameter herangezogen [Leg99]. Hierbei steht dem Toleranzingenieur eine Vielzahl an 

verschiedenen Kennzahlen zur Verfügung. Dennoch basieren all diese auf dem gleichen 

Verständnis der Prognosegüte eines Meta-Modells: Weicht die Prognose der Zielgröße j

MMY  

des Meta-Modells für den, dem Meta-Modell bisher unbekannten j-ten aller NTest Testsamp-

les nicht bzw. nur kaum von der jeweiligen tatsächlichem Zielgröße j

TestY  ab, so folgt eine 

hohe Prognosegüte des betrachteten Meta-Modells. Weit verbreitet ist das Mittlere Fehler-

quadrat MSE [Sam10] gemäß Gleichung (2.55). 

  
2

1

1 TestN
j j

MM Test

j

MSE Y Y
N 

    (2.55) 

Darüber hinaus finden zudem normierte Größen wie das Bestimmtheitsmaß R
2
 [Kle00] und 

der Coefficient of Prognosis (kurz: COP) [Mos08] Anwendung. Aufgrund der Normierung 

ermöglichen diese dem Toleranzingenieur eine einfache und insbesondere nachvollziehbare 

Evaluation der Prognosegüte von Meta-Modellen. So entspricht ein COP = 1 einem Meta-

Modell, das die zu approximierten Zusammenhänge exakt beschreibt. Da jedoch, wie be-

reits eingangs verdeutlicht, jede Prognose eines Meta-Modells einem unvermeidlichen Feh-

ler unterliegt, sind möglichst hohe Werte von R² bzw. COP anzustreben. Deren Berechnung 

erfolgt gemäß der Gleichungen (2.56) und (2.57) [Ros13], wobei σ den Standardabwei-

chungen der prognostizierten und tatsächlichen Zielgrößen der Test-Samples entspricht. 

 

  

  
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Test Test

j

Y E Y

R

Y E Y














 (2.56) 
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 (2.57) 

Abschließend soll die Zuordnung der Meta-Modelle zu verschiedener Anwendungsfällen 

die Auswahl des geeignetsten Meta-Modells erleichtern. Es gelten nach SIMPSON et al. 

[Sim01b] die Empfehlungen in Tabelle 2.2: 

Tabelle 2.2: Empfehlungen zur Wahl geeigneter Meta-Modelle nach [Sim01b] 

Meta-Modell Empfohlene Anwendung 

Response Surface       

Methodology 

 Probleme mit weniger als zehn variierenden Größen 

 Probleme mit zufälligen Abweichungen 

 Geringe Anzahl an Stichproben erforderlich 

Kriging Interpolation 

 Hochgradig nicht-lineare Probleme, insbesondere mit weni-

gen variierenden Größen (< 50) 

 Approximation deterministischer Zusammenhänge 

Support Vector          

Regression 

 Probleme mit zufälligen und deterministischen Abweichungen 

 Geeignet für einfachste sowie hochkomplexe nicht-lineare 

Probleme 

Künstliche Neuronale 

Netze 

 Hochgradig nicht-lineare Probleme mit einer Vielzahl an vari-

ierenden Größen (>10 000 nicht unüblich) 

 Approximation deterministischer Zusammenhänge 

 Wiederholende Anwendung (z.  B. bei RRSS) 

2.6 Kommerzielle Software-Werkzeuge zur Toleranzanalyse 

Seit mehr als 25 Jahren – getrieben durch die aufstrebende 3D-CAD-Technologie der 

1990er Jahre – finden Software-Werkzeuge zur Toleranzanalyse Anwendung im Rahmen 

der Produktentwicklung [Roy91]. Die aufwendige und mitunter hochkomplexe Formulie-

rung von Schließmaßgleichungen, kann somit auf Basis der Geometrierepräsentation der 

3D-CAD-Systeme problemlos automatisiert werden [Ger05]. Dennoch bleiben Verbreitung 

und Einsatz kommerzieller Toleranzanalyse-Werkzeuge weit hinter denen der kommerziel-

len 3D-CAD-Systeme zurück. Folglich sind Weiterentwicklungen der Software-Werkzeuge 

für deren Hersteller aufgrund der deutlich geringeren Zahl vertriebener Lizenzen oftmals 

nicht tragbar bzw. schlicht zu risikoreich [DMF13]. Dies zeigt sich schlussendlich darin, 

dass die Leistungsfähigkeiten aktueller Toleranzanalyse-Werkzeuge – im Vergleich mit den 

gegenwärtigen Stand der Forschung im Toleranzmanagement – stark limitiert sind. Tabel-

le 2.3 stellt eine Auswahl aktuell verfügbarer und etablierter kommerzieller Software-

Werkzeuge zur Toleranzanalyse und deren Leistungsumfänge bzgl. der, im Rahmen der 

vorliegenden Arbeit relevanten Anforderungen an die Toleranzsimulation zusammen. 
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Grundlegend ist zunächst festzuhalten, dass aktuell alle Software-Werkzeuge bereits grund-

legende Funktionalitäten bereitstellen, um die Auswirkungen von streuenden Maß- und 

Lageabweichungen sowie möglicher Mittelwertverschiebungen der zugehörigen Toleran-

zen auf die Schließmaße eines technischen Systems zu analysieren [Nig95, Pri02, Ger05, 

Sin09]. Darüber hinaus bieten diese Werkzeuge Visualisierungen sowohl der Abweichun-

gen (sogenannte Wackelbilder [Var13]) als auch der Ergebnisse einer Toleranzanalyse 

(zumeist Histogramme der Schließmaße und Beitragsleister-Diagramme) [Wei14]. Die 

Software-Werkzeuge sind zudem als stand-alone-Lösung und als CAD-integrierte Systeme 

erhältlich [Syr04]. Hierbei erfreuen sich insbesondere Letztgenannte großer Beliebtheit, da 

der Produktentwickler hiermit auch weiterhin in der vertrauten Umgebung des CAD-

Systems arbeiten kann. Trotz der Leistungsumfänge aktueller Software-Werkzeuge zur 

Toleranzanalyse sind die, für die vorliegende Arbeit essentiellen Funktionalitäten und Leis-

tungsumfänge nicht verfügbar. Dies umfasst unter anderem die nachfolgenden Aspekte: 

 Die Berücksichtigung systematischer, betriebsabhängiger Abweichungen be-

schränkt sich derzeit nahezu vollständig auf elastische Deformationen. Die Integra-

tion weiterer betriebsabhängiger Abweichungen (idealerweise als Ergebnisse nume-

rischer Simulationen, wie strukturmechanischen oder thermischen FE-Analysen) ist 

nicht zufriedenstellend gelöst bzw. nicht gegeben. 

 Die Analyse zeitabhängiger Mechanismen ist derzeit lediglich für kinematische 

Systeme (quasistatisch, also lediglich zu diskreten Zeitpunkten) mit ausgewählten 

Werkzeugen möglich. Aufgrund der resultierenden enormen numerischen Aufwän-

de können jedoch lediglich äußerst kurze Zeitintervalle des Bewegungsverhaltens 

(wenige Bewegungszyklen mit einer Gesamtdauer von maximal wenigen Sekunden) 

analysiert werden. 

 Die Visualisierung der Ergebnisse umfasst, wenn überhaupt, nur die resultierende 

Häufigkeitsverteilung der Schließmaße, zugehörigen Ausschussraten, Kennwerte cp 

und cpk sowie die Beitragsleister zu jeder Schließmaßstreuung [Pri02]. Die Zusam-

menstellung aller, für den Toleranzingenieur essentiellen Informationen der Tole-

ranzanalyse, beispielsweise in eindeutiger und nachvollziehbarer Berichtsform, ist 

nicht gegeben. Von Bedeutung sind hierbei insbesondere Informationen bzgl. der 

resultierenden Fertigungskosten sowie die zeitanhängigen Beitragsleister. 

 Bisherige Werkzeuge ermöglichen lediglich die Toleranzanalyse, unterstützen je-

doch nicht die Toleranzsynthese (d.  h. die Bestimmung der optimalen Tolerierung) 

abweichungsbehafteter Systeme. Die optimale Tolerierung ist somit durch den To-
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leranzingenieur manuell in einem iterativen Vorgehen und somit mit immens höhe-

ren Aufwänden zu erarbeiten. 

Somit ist festzuhalten, dass sowohl die Toleranzanalyse als auch die Toleranzsynthese 

eines zeitabhängigen Mechanismus unter Berücksichtigung der auftretenden Abwei-

chungen mit den aktuell verfügbaren kommerziellen Software-Werkzeugen nicht (Tole-

ranzsynthese) bzw. nicht zufriedenstellend (Toleranzanalyse) geleistet werden kann. 

Tabelle 2.3: Ausgewählte Software-Werkzeuge zur statistischen Toleranzanalyse 

Bezeichnung 

(Hersteller) 

Integration be-

triebsabhängiger 

Abweichungen 

Betrachtung 

zeitabhängiger 

Mechanismen 

Beitragsleister-

berechnung 

(Kapitel 2.3.2) 

Quelle 

3DCS 

(DCS, Ltd.) 

Elastische Bau-

teildeformation 
nicht möglich HLM [DCS14] 

VisVSA 

(Siemens PLM) 

Elastische Bau-

teildeformation 
nicht möglich HLM [Sie14b] 

RD&T 

(RD&T Technology) 

el. Deformation, 

Temperatur-

dehnung 

nicht möglich HLM [RDT15] 

CETol 

(Sigmetrix) 
nicht möglich nicht möglich 

Stat. Beitragsleister 

gemäß [Man97] 
[Sig14] 

Sigmund 

(Varatech, Inc.) 

el. Deformation, 

Temperatur-

dehnung 
✓ HLM [Var14] 

TolMate 

(Siemens PLM) 

Elastische Bau-

teildeformation 
nicht möglich HLM 

[Chi03, 

Sie14a] 

VarTran
® 

(Taylor Enterprises) 
nicht möglich nicht möglich 

%-Reduction nach 

[Tay96] 
[Tay14] 

simtol
® 

(casim GmbH) 
nicht möglich nicht möglich 

Stat. Beitragsleister 

gemäß [Man97] 
[Cas14] 

Tolerance Stackup 

Software Toolset  

(AVD/DM) 

nicht möglich nicht möglich 
Worst-Case gemäß 

[Fis04] 
[Adv14] 

Eventive  

(Enventive Enginee-

ring, Inc.) 

el. Deformation, 

Temperatur-

dehnung 
✓ 

Stat. Beitragsleister 

gemäß [Man97] 
[Env14] 

MECAaster 

(MECAmaster SARL) 

Elastische Bau-

teildeformation 
✓ 

Berechnung der 

Linearitätskoeffi-

zienten [Lan13a] 

[Mec14] 
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3 Ableitung des Handlungsbedarfs 

Der dargestellte Stand der Forschung und Technik offenbart Aspekte der statistischen Tole-

ranzanalyse und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen die gegenwärtig nicht 

bzw. nicht zufriedenstellend gelöst sind. Dieser vornehmlich akademisch motivierte Hand-

lungsbedarf wird zudem durch den Handlungsbedarf ergänzt, den Toleranzingenieure der 

industriellen Praxis in deren täglicher Arbeit identifizieren. 

Dementsprechend ist im Folgenden sowohl der bestehende Stand der Forschung und Tech-

nik zu diskutieren (Kapitel 3.1) als auch der Forschungsbedarf in der industriellen Praxis zu 

identifizieren (Kapitel 3.2). Die Zusammenführung der gewonnenen Erkenntnisse in Kapi-

tel 3.3 ermöglicht abschließend die Identifikation des Handlungsbedarfs für die vorliegende 

Arbeit, motiviert sowohl durch die akademische Forschung als auch durch die industrielle 

Praxis.  

3.1 Die akademische Sicht: Diskussion des aktuellen Standes der Forschung 

und Technik 

Bestehende Methoden und Werkzeuge der statistischen Toleranzanalyse (Kapitel 2.3.3) und 

-synthese (Kapitel 2.4.3) sind bereits weit gediegen. Jedoch sind diese für Produkte höherer 

Komplexität aktuell noch nicht ausreichend fortgeschritten. Besonders hervorzuheben sind 

abweichungsbehaftete Mechanismen. Im Gegensatz zu den Leistungsumfängen kommerzi-

ell verfügbarer Software-Werkzeuge erfordert die Toleranzsimulation von Mechanismen 

eine zeitabhängige Betrachtung der Auswirkungen von Abweichungen auf das Bewe-

gungsverhalten. Eine rein statische Betrachtung von lediglich einem definierten, dem 

(mutmaßlich) ungünstigsten, Zeitpunkt – wie gegenwärtiger Stand der Technik – ist nicht 

mehr ausreichend. Die Komplexität einer Toleranzanalyse vervielfältigt sich somit dras-

tisch, da die Auflösung der Bewegung ausreichend hoch sein muss, um diese vollständig zu 

analysieren. Der Ansatz der Integrierten Toleranzanalyse bewegter Systeme nach STUPPY 

[Stu11] stellt hierbei den, nach Meinung des Autors, leistungsfähigsten Ansatz dar, um die 

Auswirkungen von fertigungsbedingten und betriebsabhängigen Abweichungen auf das 

Bewegungsverhalten eines Mechanismus zu analysieren. Dennoch zeigen erste Anwendun-

gen des Ansatzes dessen Grenzen und damit auch die gegenwärtigen Grenzen des Standes 

der Forschung auf. Nachfolgend sollen vier ausgewählte Aspekte kurz erläutert werden: 

 Lediglich die direkten Auswirkungen von Einzelteilabweichungen auf das Bewe-

gungsverhalten finden derzeit Berücksichtigung im Rahmen der statistischen Tole-

ranzanalyse bewegter Systeme. Mögliche Wechselwirkungen zwischen den auftre-
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tenden Abweichungen und damit deren (indirekte) Auswirkungen auf das Bewe-

gungsverhalten abweichungsbehafteter Mechanismen finden keine Beachtung in der 

statistischen Toleranzanalyse. 

 Die Integration zeitabhängiger Abweichungen, wie sie üblicherweise während des 

Betriebs auftreten, geht mit enormen numerischen Aufwänden einher. Dennoch be-

zeichnen viele Forscher gerade dies als unverzichtbar im Rahmen statistischer Tole-

ranzanalysen (u. a. [Jea02, Pie09a]). Als Beispiel sei die Deformation einer No-

ckenwelle anzuführen, die sich während der vier Arbeitstakte eines Vier-Takt-

Verbrennungsmotors ständig sowohl in Betrag als auch in deren Richtung ändert. 

Die Ermittlung dieser zeitabhängigen Abweichungen ist selbst mit modernsten 

CAE-Softwarelösungen für statistische Analysen mit oftmals weit mehr als 10 000 

Samples derzeit in keinster Weise tragbar. Zudem existieren gegenwärtig keine ge-

eigneten Vorgehensweisen zur Integration zeitabhängiger Abweichungen (insbe-

sondere unter Berücksichtigung möglicher Wechselwirkungen mit weiteren Abwei-

chungen) in die statistische Toleranzanalyse und die Toleranzsynthese. 

 Bestehende Methoden der Toleranzanalyse von Mechanismen (wie u. a. [Stu11]) er-

lauben nur die statistische Toleranzanalyse für wenige Bewegungszyklen und damit 

maximal wenige Sekunden des Betriebs: Eine Quantifizierung der Auswirkungen 

von zufälligen und systematischen Abweichungen auf das Bewegungsverhalten für 

die vollständige, oftmals viele Jahre andauernde, Betriebsdauer eines Mechanismus 

ist gegenwärtig nicht möglich. Obwohl dies, wie der Rückruf im Jahre 2014 von 8,4 

Millionen Fahrzeugen der Baujahre 1997-2008 durch General Motors eindrucksvoll 

verdeutlicht, unumgänglich ist [GM14]. 

 Die Integrierte Toleranzanalyse bewegter Systeme nach [Stu11] erlaubt lediglich 

die Analyse bestehender Tolerierungen. Jedoch steht der Produktentwickler häufiger 

vor der Aufgabe der Toleranzsynthese (gezielte Vergabe optimaler Toleranzen) an-

statt der Analyse einer bestehenden Tolerierung [Cha88]. Die statistische Toleranz-

synthese von zeitabhängigen Mechanismen unter Berücksichtigung deren gesamter 

Betriebsdauer ist somit von höchstem Stellenwert, jedoch aktuell nicht möglich. 

Zudem ist festzuhalten, dass – wie bereits in Kapitel 2.6 dargelegt – auch kommerzielle 

Software-Werkzeuge weder die statistische Toleranzanalyse noch die statistische Toleranz-

synthese eines zeitabhängigen Mechanismus unter Berücksichtigung der auftretenden Ab-

weichungen sowie unter Beachtung der vollständigen Betriebsdauer ermöglichen. Der To-

leranzingenieur ist somit in seiner Methodenkompetenz gegenwärtig nicht befähigt, seinen 

Verpflichtungen im Rahmen der Entwicklung von Mechanismen nachzukommen. 
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3.2 Die industrielle Sicht: Eine Erhebung unter deutschen Unternehmen 

Die Weiterentwicklung bestehender und die Entwicklung neuer Methoden und Werkzeuge 

in der Forschung werden seit jeher u. a. durch die Bedürfnisse der industriellen Praxis moti-

viert. So sehen MATHIEU et al. die industriellen Bedürfnisse sogar als wesentliche „Trieb-

kraft der Forschung“ [Mat09]. Dennoch klafft nach WARTZACK et al. auch gegenwärtig 

noch eine „Lücke zwischen den aktuellen Herausforderungen in Industrie und Forschung“ 

[War13a]. Umso mehr ist somit nach Meinung des Autors eine detaillierte Analyse der ge-

genwärtigen Situation in der industriellen Praxis für die Identifikation des Handlungsbe-

darfs der vorliegenden Arbeit von Nöten. Hierzu wurde vom Autor im Sommer 2012 eine 

Erhebung zur „Bedeutung von Abweichungen und Toleranzen“ unter 102 deutschen Unter-

nehmen durchgeführt [Hil12]. Nachfolgend werden sowohl Vorbereitung und Durchfüh-

rung der Erhebung erläutert (Kapitel 3.2.1) als auch ausgewählte Ergebnisse der Umfrage 

dargestellt und diskutiert (Kapitel 3.2.2). Für detailliertere, nachfolgend nicht bzw. nicht 

weiterführend diskutierte Ergebnisse der Erhebung sei auf [Hil12, Kro15b] verwiesen. 

3.2.1 Vorbereitung und Durchführung der Erhebung 

Die Datenerhebung stellt Methoden zur Informationsgewinnung und Datenbeschaffung 

bereit, deren gemeinsames Bestreben es ist, empirisch fundierte Aussagen zu ermöglichen, 

die verallgemeinert werden können [Fli11, Hil12]. Die methodische und systematische Er-

hebung von Daten wird hierbei der Sozialforschung zugeordnet und in die qualitative und 

die quantitative Sozialforschung unterschieden. Während die qualitative Sozialforschung 

vornehmlich auf die subjektive und damit oftmals verborgene Bedeutung der Themen aus 

Sicht der Teilnehmer abzielt, erfasst die quantitative Sozialforschung die objektive Bedeu-

tung der hinterfragten Themen [Fli11]. Mit dem Ziel der Generalisierung der Erkenntnisse 

und der allgemeingültigen Formulierung und Überprüfung von Hypothesen fand somit die 

quantitative Sozialforschung bei der Datenerhebung Anwendung. Dies stellt die gewünsch-

te Repräsentativität und Objektivität der Ergebnisse [Fri90] sicher. 

Die Erhebung der Daten erfolgt üblicherweise mittels Fragen in einem Fragebogen, die von 

zufällig ausgewählten Teilnehmern einer spezifischen Gruppe persönlich, telefonisch, 

schriftlich oder online beantwortet werden [Pep04, Fli11]. Im Rahmen der vorliegenden 

Arbeit wurde zunächst eine Zusammenstellung aus 35 offenen Fragen (Antwort als Freitext 

möglich) und geschlossenen Fragen (Wahlmöglichkeit aus vorgegebenen Antworten) 

[Raa10] erarbeitet und diese den nachfolgend genannten vier Themenfeldern des Fragebo-

gens zugeordnet: 

 Allgemeine Angaben 
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 Relevanz von Abweichungen und deren Auswirkungen auf technische Produkte 

 Maßnahmen zur Berücksichtigung von Abweichungen sowie zu deren frühzeitiger 

Vermeidung 

 Zukünftige Potentiale für die Toleranzrechnung 

Anschließend wurde der Fragebogen (in Form eines interaktiven PDFs) in Juli und August 

2012 an insgesamt 381 Teilnehmer aus Unternehmen des deutschen Maschinenbaus mit der 

Bitte um Teilnahme an der Datenerhebung per E-Mail versandt [Hil12]. Von den gesamt 

381 versendeten Fragebögen wurde der Fragebogen von 102 Teilnehmern ausgefüllt und 

per E-Mail zurückgesandt. Hieraus resultiert eine Rücklaufquote von ~27 % [Hil12]. Diese 

übertrifft damit die üblichen Rücklaufquoten bei Online-Umfragen von 5 % bis 20 % 

[Hof11]. Zudem entspricht die Anzahl von 102 zurückgesendeten Fragebögen nahezu exakt 

der Empfehlung, mindestens 30 und idealerweise 100 Datensätze für repräsentative Online-

Erhebungen heranzuziehen [Amu14]. Die erhobenen Daten der vorliegenden Studie sind 

somit repräsentativ und können im Folgenden ausgewertet und diskutiert werden. Bild 3.1 

zeigt die Anzahl der versendeten Fragebögen sowie die Anzahl der Rückläufer je Bundes-

land. Der vollständige Fragebogen ist im Anhang (Kapitel 8.1) der vorliegenden Arbeit zu 

finden. 

 

Bild 3.1: Aufteilung der versendeten Fragebögen (links) und der zurückerhaltenen Fragebö-

gen (rechts) je Bundeland nach [Hil12] 
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3.2.2 Auswertung und Diskussion 
Die Teilnehmer der Datenerhebung entstammen verschiedensten Unternehmen des deut-
schen Maschinenbaus. Es zeigt sich eine ausgewogene Verteilung der Teilnehmer bezüg-
lich der Größe ihrer Unternehmen. Hierbei bilden Klein- und Kleinstunternehmen (< 50 
Mitarbeiter) die Mehrheit gegenüber dem Mittelstand (50 bis 250 Mitarbeiter) und Großun-
ternehmen (> 250 Mitarbeiter). Bild 3.2 zeigt die prozentuale Verteilung der Teilnehmer 
auf die vier Arten der Unternehmen in Abhängigkeit der Unternehmensgröße (in Mitarbei-
tern), welche der Unternehmensdefinition der Europäischen Union [EU03] folgt. 

 

Bild 3.2: Einteilung der Unternehmen nach Mitarbeiteranzahl nach [Hil12] 

Die Tätigkeiten der 102 Teilnehmer in deren Unternehmen finden mehrheitlich (52 %) in 
der Konstruktion statt. Weitere Teilnehmer sind u. a. der Geschäftsleitung (15,7 %), dem 
Qualitätsmanagement (10,8 %), der Forschung und Entwicklung (8,8 %) sowie der Ferti-
gung (7,8 %) zuzuordnen. Die Zusammensetzung der Teilnehmer spiegelt somit sowohl in 
deren Aufgaben als auch in der Unternehmensgröße die Vielfalt des deutschen Maschinen-
baus repräsentativ wider. 

 

Bild 3.3: Antworten auf die Frage: „Wie viel Prozent der Probleme, die sowohl bei Fertigung, 

Montage und Nutzung der Produkte entstehen, lassen sich ihrer Meinung nach auf 
geometrische Abweichungen zurückführen?“ nach [Hil12] 
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Die gegenwärtige Bedeutung von Abweichungen für Unternehmen und deren wirtschaftli-

chen Erfolg wird dadurch untermauert, dass 57 % der Teilnehmer mindestens jedes zweite 

Problem in Fertigung, Montage und Nutzung ihrer Produkte auf Abweichungen zurückfüh-

ren (Bild 3.3). Zudem bestätigen 94 der 102 Teilnehmer die außerordentliche Wichtigkeit, 

dass deren Produkte möglichst wenig in ihrer Gestalt und damit in auch ihren Eigenschaf-

ten vom angestrebten Ideal abweichen. Umso mehr überrascht, dass dennoch jeder zweite 

Konstrukteur bestätigt, bereits bewusst zu enge Toleranzen (sogenannte Angsttoleranzen) 

vergeben und damit billigend höhere Fertigungskosten in Kauf genommen zu haben. 

Somit ist festzuhalten, dass Abweichungen und deren Begrenzung durch Toleranzen in 

deutschen Unternehmen als äußerst relevant angesehen werden. Das Toleranzmanagement 

sollte folglich ein etablierter und angesehener Bestandteil der Unternehmen sein. 

Die gegenwärtige Situation in der industriellen Praxis sieht hingegen anders aus: Lediglich 

rund 42 % der Teilnehmer geben an, in deren Unternehmen würden Bestrebungen wie die 

statistische Toleranzrechnung unternommen, um die Auswirkungen von Abweichungen 

gezielt in der Produktentwicklung zu analysieren. Noch schlechter ist es um die Anwen-

dung der Toleranzsynthese bestellt: Die Vergabe von Toleranzen wird von ca. 80 % aller 

Teilnehmer auf Erfahrungswerte gestützt. Lediglich vier der 102 Teilnehmer geben an, auf 

die Toleranzsynthese, also die gezielte Berechnung der Einzelteiltoleranzen unter Sicher-

stellung von „Funktion und Wirtschaftlichkeit“, zurückzugreifen. Der limitierte Einsatz der 

statistischen Toleranzrechnung ist somit eklatant und steht in deutlichem Wiederspruch zur 

mehrheitlichen Einschätzung der Teilnehmer. So bestätigen 81,4 % der Teilnehmer, dass 

die finanziellen Mehraufwände aufgrund der Anwendung der statistischen Toleranzrech-

nung gering gegenüber den finanziellen Mehraufwendungen aufgrund einer unzureichen-

den Toleranzvergabe sind (Bild 3.4). 

 

Bild 3.4: Antworten auf die Frage: „Stimmen Sie der Aussage zu, dass der Mehraufwand, der 

durch die Anwendung der Toleranzrechnung entsteht geringer ist als die Mehrauf-

wendungen, die aufgrund von Toleranzproblemen entstehen?“ nach [Hil12] 
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Es zeigt sich somit deutlich, dass zwar ein grundlegendes Bewusstsein für die Relevanz von 

Abweichungen und Toleranzen sowie deren wirtschaftliches Potential in der industriellen 

Praxis vorherrscht. Dennoch überrascht es, dass lediglich jedes zweite Unternehmen, das 

sich der wirtschaftlichen Bedeutung der Toleranzrechnung bewusst ist, die statistische To-

leranzanalyse auch einsetzt. Die Frage nach den Gründen für den beschränkten Einsatz der 

Toleranzrechnung ist somit nur folgerichtig. Hierauf werden von den betroffenen Konstruk-

teuren insbesondere der Mangel an Zeit (~ 67 %) sowie die mangelnde Kenntnis geeigneter 

Methoden (~ 47 %) als Hinderungsgründe angeführt. 

Kommerzielle Software-Werkzeuge zur 3D-Toleranzanalyse stellen hierfür zwar bereits die 

geeigneten Methoden bereit, finden jedoch in keinem der teilnehmenden Unternehmen 

Anwendung. Es zeigt sich vielmehr eine starke Präferenz für vereinfachte rechnerunter-

stützte Lösungen sowie analytisch beherrschbare Vorgehensweisen. So nutzen 80 % der 

Konstrukteure einfache, zumeist eigens entwickelte Excel-Anwendungen für die rechnerun-

terstützte Toleranzanalyse, während 52 % auch auf analytische Ansätze (z. B. Root-Sum-

Square [Ett36]) zurückgreifen. Der vollständige Verzicht auf kommerzielle Software findet 

hierbei mehrere Gründe: 

 Software-Werkzeuge zur statistischen Toleranzanalyse sind in höchstem Maße kos-

tenintensiv (Hardware, Lizenzgebühren etc.), wartungsaufwändig (Wartung, Up-

dates und Schulungen der Mitarbeiter) und zeitintensiv (aufwändiger Modellaufbau 

und hohe Simulationsdauer). 

 Die Leistungsfähigkeit kommerzieller Werkzeuge ist derzeit noch stark begrenzt. So 

finden gegenwärtig weder Verschleiß, thermisch bedingte Geometrieabweichungen 

noch Verlagerungen in spielbehafteten Gelenken Berücksichtigung. Lediglich die 

Integration von elastischen Deformationen ist in begrenztem Umfang bereits mög-

lich, jedoch aktuell noch mit immensen numerischen Aufwendungen verbunden 

(siehe Kapitel 2.3.3.1). Dies wiegt umso schwerer, da vor allem die genannten sys-

tematischen Abweichungen von mehr als der Hälfte aller Teilnehmer als äußerst be-

deutsam angesehen werden (Bild 3.5). 

 Die zumeist hochkomplexen Software-Werkzeuge zur statistischen Toleranzanalyse 

sind nur von qualifizierten und fachkundig geschulten Mitarbeitern adäquat nutzbar. 

Jedoch steht dies in starkem Widerspruch zu den Anregungen der Teilnehmer, wel-

che neben der „festen und frühzeitigen Integration von Toleranzanalysen in den 

Entwicklungsprozess“ insbesondere „Werkzeuge zur einfacheren Toleranzanalyse“ 

fordern. 
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Bild 3.5: Antworten auf die Frage: „Welche der genannten Effekte können ebenfalls zu Kom-

plikationen und Problemen in Fertigung, Montage und Nutzung führen?“ (Mehr-

fachnennungen waren möglich) nach [Hil12] 

Somit bleibt festzuhalten, dass auch in der industriellen Praxis Probleme vorherrschen, 

welche mit kommerziell verfügbaren Software-Werkzeugen gegenwärtig nicht zufrieden-

stellend gelöst werden können. Darüber hinaus besitzt rund die Hälfte aller Konstrukteure 

nicht ausreichend Methodenkompetenz um die zugehörigen Toleranzrechnungen durchzu-

führen. Dennoch ist jeder Zweite dieser Konstrukteure gewillt, diese Methoden zu erlernen 

und anzuwenden. Die fehlende feste Integration von Toleranzrechnungen in den Produkt-

entwicklungsprozess vieler Unternehmen ist hierbei ebenfalls nicht zuträglich. Es ist somit 

unbestreitbar, dass Maßnahmen zur Vermeidung zukünftiger Toleranzprobleme und zur 

Verbesserung der gegenwärtigen Situation in der industriellen Praxis identifiziert und er-

griffen werden müssen. Hierfür geben die Teilnehmer u. a. folgende Empfehlungen [Hil12, 

Kro15b]: 

 Erzeugen eines einheitlichen Verständnisses 

 Erhöhung des Qualitätsbewusstseins der Mitarbeiter 

 Mitarbeiterqualifizierung und -sensibilisierung 

 Schulung und Ausbildung der Mitarbeiter 

 Bessere Überwachung der Fertigung, um Abweichungen frühzeitig zu erkennen 

 Feste und frühzeitige Integration von Toleranzanalysen in den Entwicklungsprozess 

 Genauere Toleranzanalysen im Prototypenstadium, die durch Termindruck oft nicht 

möglich sind 

 Früh-/rechtzeitige Informationen über den Einsatz bzw. die Verwendung des jewei-

ligen Bauteils, um nicht unnötig schwierige Toleranzen festzulegen 

 Werkzeug zur einfacheren Toleranzanalyse 

 Kosten und Nutzen müssen schon bei der Konstruktion besser überprüft werden 
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3.3 Handlungsbedarf zur Toleranzanalyse und Toleranzsynthese abwei-

chungsbehafteter Mechanismen 

Wie die Diskussion des gegenwärtigen Standes der Forschung und Technik (Kapitel 3.1) 

verdeutlicht, besteht aus akademischer Sicht die Notwendigkeit, sowohl die Weiterentwick-

lung und Verbesserung bestehender sowie die Entwicklung neuer Methoden und Werkzeu-

ge der Toleranzsimulation voranzutreiben. Dies steht im Einklang mit den Bedürfnissen, 

die gegenwärtig in der industriellen Praxis, und hierbei insbesondere in der Konstruktion, 

bestehen (Kapitel 3.2). Hierbei werden vor allem einfachere, effiziente und leichter ver-

ständliche Methoden und Werkzeuge zur statistischen Toleranzsimulation gefordert, wobei 

neben der statistischen Toleranzanalyse insbesondere die statistische Toleranzsynthese her-

vorzuheben ist. Somit bleibt festzuhalten, dass sowohl aus akademischer als auch aus in-

dustrieller Sicht das Bestreben, 

den Toleranzingenieur zu befähigen, eine wirtschaftliche Erfüllung von Funktionalität und 

damit die Qualität der Produkte in deren Fertigung, Montage und Betrieb mittels optimaler 

Methoden und Werkzeuge der Toleranzsimulation sicherzustellen, 

den industriellen und akademischen Herausforderungen umfassend entgegentritt. Zugleich 

stellt dieses Bestreben die grundlegende Motivation der vorliegenden Arbeit dar. 

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll hierzu ein Beitrag geleistet werden. Hierbei wid-

met sich der Autor der methodischen und rechnerunterstützten Toleranzsimulation abwei-

chungsbehafteter Mechanismen. Es stehen folgende Aspekte im Fokus der Arbeit: 

 Die Auswirkungen von Wechselwirkungen zwischen Abweichungen auf abwei-

chungsbehaftete Mechanismen sind mitunter signifikant für die Qualität des finalen 

Produktes (Kapitel 2.3.3.2 und 2.4.3.2). Jedoch finden diese weder in kommerziell 

verfügbaren Toleranzanalyse-Werkzeugen zufriedenstellende Beachtung (Kapitel 

2.6), noch sind diese in erforderlichem Maße Gegenstand aktueller Forschungsar-

beiten (Kapitel 3.1). Die Berücksichtigung von Wechselwirkungen zwischen 

Abweichungen und deren Auswirkungen auf das Bewegungsverhalten abwei-

chungsbehafteter Mechanismen im Betrieb ist somit von wesentlicher Bedeutung. 

 Die Integration systematischer Abweichungen, wie der elastischen Deformation von 

Bauteilen, ist sowohl aus akademischer Sicht als auch für die industrielle Praxis 

höchst relevant (Kapitel 3.1 und 3.2). Umso mehr überrascht es, dass kommerzielle 

Software-Werkzeuge (wenn überhaupt) lediglich stark limitierte Funktionalitäten 

für die Analyse nicht bewegter Systeme bieten (Kapitel 2.6). Die effektive Integra-

tion systematischer Abweichungen in statistische Toleranzsimulationen abwei-
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chungsbehafteter Mechanismen ist folglich essentiell. Dies geht zudem mit der 

akademisch und industriell motivierten Notwendigkeit (Kapitel 2.5 und 3.2) einher, 

die numerischen Aufwände zur Integration dieser systematischen Abweichun-

gen möglichst gering zu halten. 

 Kommerzielle Software-Werkzeuge sowie bestehende Forschungsarbeiten ermögli-

chen aktuell lediglich die Toleranzanalyse von Mechanismen mit niederwertigen 

Gelenken für eine stark limitierte Betriebsdauer von lediglich wenigen Sekunden 

(Kapitel 2.6 und 3.1). Jedoch untermauern bestehende Forschungserkenntnisse die 

Notwendigkeit einer Betrachtung der vollständigen Lebens- bzw. Betriebsdauer von 

oftmals mehreren Jahren anstelle von nur wenigen Sekunden [Jea02, Goe11]. Dies 

deckt sich mit der Einschätzung der industriellen Praxis, die der Phase des Ge-

brauchs bzw. des Betriebs des Produktes eine enorme Relevanz aus Toleranzsicht 

zuspricht (Kapitel 3.2). Die Möglichkeit der statistischen Toleranzanalyse der 

vollständigen Betriebsdauer eines abweichungsbehafteten Mechanismus mit 

höherwertigen Gelenken ist somit eines der zentralen Ziele der vorliegenden Arbeit. 

 Dem Toleranzingenieur stellt sich wesentlich häufiger die Aufgabe der gezielten 

Vergabe von Toleranzen (Toleranzsynthese) als die der Toleranzanalyse [Cha88]. 

Zudem wird gerade die Bedeutung einer systematischen und fundierten Toleranz-

vergabe in der industriellen Praxis hervorgehoben (Kapitel 3.2). Jedoch stehen ins-

besondere zur statistischen Toleranzsynthese von Mechanismen in kommerziellen 

Werkzeugen bzw. in der akademischen Forschung keine bzw. lediglich in deren 

Leistungsumfängen stark limitierte Ansätze und Lösungen zur Verfügung (Kapi-

tel 2.6 und 3.1). Dies wiegt umso schwerer, da gerade die Toleranzsynthese als eine 

der vielversprechendsten Methoden gilt, um die Herstellkosten signifikant zu sen-

ken [Cam11]. Der Autor sieht somit die Methode der statistischen Toleranzsyn-

these des vollständigen Betriebsverhaltens abweichungsbehafteter Mechanis-

men als unverzichtbar an. Hierbei sollen zudem Wechselwirkungen zwischen Ab-

weichungen sowie systematische Abweichungen Berücksichtigung finden. 

 Abschließend ist festzuhalten, dass selbst die leistungsfähigsten Toleranzsimulatio-

nen nur dann wirklich domänenübergreifende Akzeptanz erringen und somit zum 

Unternehmenserfolg beitragen werden, wenn zum einen diese vollständig und nach-

vollziehbar dokumentiert werden und zum anderen die erzielten Ergebnisse intuitiv, 

aussagekräftig und nachvollziehbar visualisiert werden [Kro15a] (siehe Kapitel 3.2). 

Die Entwicklung einer geeigneten Dokumentation und Visualisierung der Er-

gebnisse von statistischen Toleranzsimulationen abweichungsbehafteter Me-

chanismen ist somit ebenfalls Gegenstand der vorliegenden Arbeit. 
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4 Konzept zur Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehafte-

ter Mechanismen 

Das folgende Kapitel bildet den Kern dieser Arbeit. Der Autor stellt hier das Konzept der 

methodischen Vorgehensweise zur statistischen Toleranzanalyse und Toleranzsynthese ab-

weichungsbehafteter Mechanismen im Detail vor.  

Zu Beginn werden Abweichungen technischer Systeme sowie mögliche Wechselwirkungen 

zwischen diesen näher betrachtet und geeignet klassifiziert (Kapitel 4.1). Anschließend 

stellt Kapitel 4.2 das methodische Vorgehen zu Toleranzanalyse und -synthese abwei-

chungsbehafteter Mechanismen vor. In Kapitel 4.4 wird, gemäß der drei Schritte einer To-

leranzanalyse, auf die Formulierung der Schließmaßgleichung detailliert eingegangen. Die 

Schließmaßgleichung bildet hierbei die gemeinsame essentielle Grundlage für Toleranzana-

lyse und -synthese. Folglich sind nun sowohl die Toleranzanalyse (Kapitel 4.5) als auch die 

Toleranzsynthese (Kapitel 4.7) abweichungsbehafteter Mechanismen detailliert zu beleuch-

ten. Das Kapitel schließt mit einer Empfehlung zur Ergebnisvisualisierung und Dokumenta-

tion statistischer Toleranzsimulationen (Kapitel 4.8). 

4.1 Klassifikation von Abweichungen technischer Systeme 

Technische Systeme unterliegen einer Vielzahl an Unsicherheiten, welche die Funktion und 

damit die Wertigkeit des finalen Produktes nachhaltig beeinflussen (Bild 4.1). 

 

Bild 4.1: Beispiele für Ursachen zufälliger Abweichungen (oben) und systematischer Abwei-

chungen (unten), die in verschiedenen Phasen des Produktlebens auftreten 
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Diese Abweichungen lassen sich auf die Unerreichbarkeit einer ideal maßhaltigen Ferti-

gung und Montage zurückführen. Im Rahmen des Toleranzmanagements werden vornehm-

lich quantifizierbare Abweichungen betrachtet. Hierbei hat sich im Laufe des 20. Jahrhun-

derts deren Unterscheidung in zufällige und systematische Abweichungen etabliert (z. B. 

[Rüd29, Hen99, Nür99, Mus03]): 

 Zufällige Abweichungen sind aleatorischer Natur [Sto12c, Wal14b]. Dies bedeutet, 

dass sie zwar reduziert jedoch niemals vollständig eliminiert (Betrag = 0) werden 

können. Beispielhaft ist hier die fertigungsbedingte Streuung des Durchmessers ei-

ner spanend hergestellten Bohrung anzuführen. Zufällige Abweichungen werden zu 

einem eindeutigen Zeitpunkt während der Produktentstehung bzw. des Produktle-

bens verursacht. Ab diesem Zeitpunkt wirken sich diese Abweichungen fortwährend 

und mit gleichbleibendem Betrag auf die Produkteigenschaften aus. Zufällige Ab-

weichungen sind folglich nicht zeitabhängig. 

 Systematische Abweichungen sind epistemischer Natur [Sto12c, Wal14b] und 

damit deterministisch. Folglich können diese eindeutig einem bestimmten Ereignis 

(z. B. dem Aufbringen einer äußeren Last) zugeordnet werden. Darüber hinaus lässt 

sich der Betrag einer resultierenden systematischen Abweichung – ganz im Gegen-

satz zu zufälligen Abweichungen – stets eindeutig berechnen (z. B. elastische De-

formation eines Bauteils). Genau wie zufällige Abweichungen, entstehen systemati-

sche Abweichungen zu einem bestimmten Zeitpunkt während der Produktentste-

hung bzw. des Produktlebens. Jedoch können sich Betrag und damit Auswirkung 

der Abweichung auf die Produkteigenschaften während der Zeit stets ändern. Sys-

tematische Abweichungen können somit in hohem Maße zeitabhängig sein. 

 

Bild 4.2: Auswirkungen von zufälligen und systematischen Abweichungen auf Schließmaße 

abweichungsbehafteter Systeme nach [Wal13a, Wal13b, Wal15b] 

Der Unterschied zwischen zufälligen und systematischen Abweichungen zeigt sich in deren 

Auswirkungen auf das funktionsrelevante Schließmaß einer Baugruppe (Bild 4.2). Zufälli-

ge Abweichungen führen zu einer Streuung des Schließmaßes um dessen Nominalwert. 
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Dies wird üblicherweise durch eine Häufigkeitsverteilung des Schließmaßes visualisiert. 

Hingegen führen systematische Abweichungen zu einer Verschiebung des Mittelwertes der 

besagten Häufigkeitsverteilung gegenüber dem angestrebten Idealwert (Nennmaß) um die 

sogenannte Mittelwertverschiebung. 

4.1.1 Charakterisierung systematischer Abweichungen anhand der Perioden-

dauer 

Im Gegensatz zu statischen Systemen ist die Bewegung eines Mechanismus signifikant 

zeitabhängig. Dies verdeutlicht die Häufigkeitsverteilung des zeitabhängigen Kippwinkels 

eines abweichungsbehafteten PKW-Kreuzarmfensterhebers während des Schließens der 

Seitenscheibe (Bild 4.3). Hier ist deutlich erkennbar, dass sich sowohl Streuung als auch 

Mittelwertverschiebung des Schließmaßes während der Bewegung fortwährend ändern. 

 

Bild 4.3: Häufigkeitsverteilung des zeitabhängigen Kippwinkels (= Schließmaß) der Seiten-

scheibe eines PKWs während des Schließens der Scheibe mittels eines Kreuzarm-

fensterhebers (Dauer des Schließvorgangs: 3 Sekunden) nach [Wal13b, Wal14a] 

Die zeitvariante Charakteristik von Abweichungen ist somit essentiell für Toleranzanalysen 

von Mechanismen. Hierbei ist wesentlich, dass Mechanismen während des Betriebs zu-

meist eine definierte Bewegung immer wieder ausführen. Auch systematische Abweichun-

gen zeigen dieses Verhalten. So wiederholt sich beispielsweise der zeitliche Verlauf der 

elastischen Deformation einer Kurbelwelle eines Verbrennungsmotors alle vier Arbeitstakte 

des Motors [Stu09c, Stu11]. Die Deformation unterliegt somit einer Periodendauer TP von 

vier Arbeitstakten. Je nach Art der Abweichung variiert diese Periodendauer TP von weni-

gen Millisekunden bis hin zu Jahrzehnten (z. B. Werkzeugverschleiß). Die Periodendauer 
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TP definiert somit, innerhalb welchen Intervalls sich der zeitliche Verlauf einer (systemati-

schen) Abweichung wiederholt. Hierbei können der vollständige zeitliche Verlauf der sys-

tematischen Abweichung und damit deren Auswirkung auf das Schließmaß sowohl stetig 

als auch nicht-stetig (und damit sprunghaft) sein [She25]. Bild 4.4 zeigt das zeitliche Ver-

halten systematischer Abweichungen und kennzeichnet die zugehörige Periodendauer. 

 

Bild 4.4: Zeitliches Verhalten ausgewählter Abweichungen und zugehörige Periodendauern 

Somit steht mit der Periodendauer TP erstmals eine eindeutige Kenngröße bereit, um die 

von ZHANG et al. [Zha98] und CHASE [Cha04] postulierte „dynamische Charakteristik von 

Mittelwertverschiebungen“ von Schließmaßen aufgrund von zeitabhängigen systemati-

schen Abweichungen eindeutig zu beschreiben. Die Periodendauer ist folglich von höchster 

Relevanz für die statistische Toleranzbetrachtung der vollständigen Betriebsdauer abwei-

chungsbehafteter Mechanismen. 

4.1.2 Klassifikation möglicher Wechselwirkungen zwischen Abweichungen 

Zufällige und systematische Abweichungen können sowohl direkt (unmittelbar) als auch 

indirekt, d. h. über die Wechselwirkung mit weiteren Abweichungen funktionsrelevante 

Schließmaße beeinflussen [Wal13a]. 

 

Bild 4.5: Wechselwirkungsmatrix: 4 Arten der Wechselwirkungen zwischen Abweichungen 
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Hierbei sind zumeist die direkten Auswirkungen deutlich signifikanter als Auswirkungen 

aufgrund von Wechselwirkungen. Nichtsdestotrotz ist die Betrachtung von Wechselwir-

kungen zwischen Abweichungen essentiell für eine optimale Toleranzspezifikation [Kro13, 

Wal13b]. Während in Kapitel 4.1.1 lediglich direkte, also unmittelbare Auswirkungen der 

zufälligen und systematischen Abweichungen betrachtet wurden, stehen im Folgenden ins-

besondere indirekte Auswirkungen von Abweichungen auf Schließmaße im Fokus. Der 

Autor unterscheidet hierbei vier Arten der Wechselwirkungen zwischen Abweichungen und 

ordnet diese in einer Wechselwirkungsmatrix (Bild 4.5) [Pri14]. 

4.1.2.1 Wechselwirkung 1. Art: Zufällige Abweichung beeinflusst zufällige Abweichung 

Wechselwirkungen 1. Art bestehen zwischen zwei zufälligen Abweichungen. Diese lassen 

sich u. a. auf eine stochastische Abhängigkeit der beiden Abweichungen zurückführen. 

Derartige stochastische Abhängigkeiten folgen u. a. aus dem gezielten Eingriff in Fertigung 

und Montage, wie bei der Herstellung von Hochgenauigkeits-Spindellagern [Tre14]. Hier 

werden durch Vorsortierung nur die Innen- und Außenringe miteinander verpaart, deren 

tatsächliche Abmessungen in einer vorteilhaften Bauteilpaarung resultieren (Bild 4.6). Die-

se Abhängigkeit bedingt demnach eine Abnahme der Streuung des Schließmaßes σSM. Dar-

über hinaus zeigt sich diese beim Sampling im Rahmen der Toleranzanalyse und lässt sich 

durch die Bestimmung der Kovarianz Covij zwischen der i-ten und j-ten Abweichung quan-

tifizieren. Eine Kovarianz Covij > 0 lässt folglich auf Wechselwirkungen 1. Art. 

Weiterhin bestehen bei überbestimmten Systemen oftmals Wechselwirkungen zwischen 

zufälligen Abweichungen [Wal15c]. Diese bedingen, dass der Linearitätskoeffizient αi und 

damit auch der Beitragsleister der i-ten Toleranz nicht nur durch deren Toleranz Ti sondern 

auch durch die, in Wechselwirkung stehende Toleranz Tj bestimmt wird. Es folgt für den 

Beitragsleister BLi der i-ten Toleranz nach Gleichung (2.10): 

 

2
2

2
  i

i i

SM

BL





 mit  ,i i jf T T   (4.1) 

Zudem sei darauf hingewiesen, dass durch den Tolerierungsgrundsatz der Hüllbedingung 

[ISO14405] Wechselwirkungen 1. Art zwischen Maß- und Formabweichungen resultieren. 

4.1.2.2 Wechselwirkung 2. Art: Systematische Abweichung beeinflusst zufällige Abweichung 

Bedingt eine systematische Abweichung die Änderung der Auswirkungen einer zufälligen 

Abweichung auf das funktionsrelevante Schließmaß, so ist dies auf Wechselwirkungen 2. 

Art zurückzuführen. Insbesondere bei Mechanismen führen systematische Abweichungen 

(z. B. Verlagerung in einem spielbehafteten Gelenk) dazu, dass während der Bewegung 
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sowohl Position als auch Orientierung der Einzelteile im Raum vom angestrebten Soll ab-

weichen (siehe Bild 4.6; links unten). Folglich geht dies mit einer Zu- oder Abnahme der 

Signifikanz (in Form des Linearitätskoeffizienten αi) der zufälligen Abweichung und damit 

des zugehörigen Beitragsleisters der i-ten Toleranz Ti einher. 

Die Auswirkungen von Wechselwirkungen 2. Art lassen sich u. a. mit der globalen Sensiti-

vitätsanalyse identifizieren [Wal13a, Wal15c]. Sie führen zur Entstehung eines Nebeneffek-

tes (mit einem Betrag > 0) und damit zu einer Differenz zwischen Haupteffekt Si und Total-

effekt STi der i-ten zufälligen Toleranz. In Bild 4.6 sind die Auswirkungen von Wechsel-

wirkungen 2. Art nochmals am Beispiel der Pleuellänge eines Kurbeltriebs verdeutlicht. 

4.1.2.3 Wechselwirkung 3. Art: Zufällige Abweichung beeinflusst systematische Abweichung 

Wechselwirkungen 3. Art sind die oftmals offensichtlichsten Abhängigkeiten zwischen 

Abweichungen die sich auf funktionsrelevante Schließmaße auswirken [Wal13a]. Hierbei 

führen zufällige Abweichungen zur Streuung einer systematischen Abweichung [Schu11, 

Zie11]. Am Beispiel der Deformation einer auf Biegung belasteten Welle zeigt sich dies 

deutlich (Bild 4.6). Die zufälligen maßlichen und geometrischen Abweichungen der Wel-

lenabmessungen führen dazu, dass die auftretende systematische Deformation der Welle an 

deren Ende variiert und somit einer gewissen Streuung unterliegt. Folglich resultiert aus 

Wechselwirkungen 3. Art eine zusätzliche Streuung der systematischen Abweichung und 

infolgedessen eine Zunahme der Streuung des funktionsrelevanten Schließmaßes. 

Wechselwirkungen 3. Art lassen sich somit durch Betrachtung der Varianzen systemati-

scher Abweichung(en) identifizieren und anhand von Sensitivitätsanalysen (Kapitel 2.3.2) 

quantifizieren [Wal13a]. Hier gilt, je größer die Varianz einer systematischen Abweichung 

ist, desto mehr Signifikanz ist den jeweiligen Wechselwirkungen 3. Art zuzuschreiben. 

4.1.2.4 Wechselwirkung 4. Art: Systematische Abweichung beeinflusst systematische Abwei-

chung 

Die Auswirkungen von Wechselwirkungen 4. Art zeigen sich oftmals erst nach einer ver-

gleichsweise langen Betriebsdauer eines Produktes. Von Wechselwirkungen 4. Art ist zu 

sprechen, wenn das Auftreten einer systematischen Abweichung zur Zu- oder Abnahme 

einer weiteren systematischen Abweichung bewirkten Mittelwertverschiebung des funkti-

onsrelevanten Schließmaßes führt. Folglich lässt sich festhalten, dass die Wechselwirkung 

zwischen zwei systematischen Abweichungen zu einer systematischen Änderung der sys-

tematischen Mittelwertverschiebung führt. Bild 4.6 verdeutlicht die Wechselwirkungen 4. 

Art am Beispiel der Deformation der bereits zuvor erwähnten Welle. Durch das Auftreten 

einer fortwährenden und damit systematisch höheren Bauteiltemperatur unterliegen die 
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Abmessungen der Welle und damit auch schlussendlich deren systematische Deformation 

einer Zunahme – bedingt durch die besagten Wechselwirkungen 4. Art. 

 

Bild 4.6: Beispiele für die vier Arten von Wechselwirkungen zwischen Abweichungen 
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Abschließend ist festzuhalten, dass das Auftreten von Wechselwirkungen zwischen Abwei-

chungen wesentlich vom Zeitpunkt der Entstehung der betroffenen Abweichung während 

des Produktlebens bestimmt wird. Abweichungen können nur dann weitere Abweichungen 

beeinflussen (und damit besagte Wechselwirkungen begründen), wenn erstgenannte Ab-

weichungen zum Zeitpunkt des Auftretens der beeinflussten Abweichung bereits aufgetre-

ten sind und damit auch bereits direkte Auswirkungen auf Schließmaße haben. 

Die, im Rahmen der vorliegenden Arbeit definierten Wechselwirkungen zwischen Abwei-

chungen sind folglich als gerichtete Wechselwirkungen zu verstehen. Bild 4.7 verdeutlicht 

dies am Beispiel der möglichen Wechselwirkungen zwischen fertigungsbedingten zufälli-

gen Maßabweichungen eines Biegebalkens und der systematischen elastischen Deformati-

on, welche erst während des Betriebs unter Last (Kraft F) auftritt. 

 

Bild 4.7: Abhängigkeit des Auftretens von Wechselwirkungen zwischen Abweichungen vom 

Zeitpunkt des Auftretens der betroffenen Abweichungen im Produktleben 

4.2 Vorgehensweise zur statistischen Toleranzanalyse und -synthese des Be-

triebsverhaltens abweichungsbehafteter Mechanismen 

Der gezielte Einsatz statistischer Toleranzsimulationen in der Produktentwicklung stellt – 

insbesondere für Mechanismen – enorme Anforderungen an den Toleranzingenieur. So sind 

u. a. die mathematisch richtige Entwicklung zeitabhängiger Schließmaßgleichungen sowie 

die Ermittlung systematischer Abweichungen (z. B. mittels moderner CAE-Software) mit-

unter bereits von höchster Schwierigkeit. Darüber hinaus verlangen die Gesetzmäßigkeiten 

der Statistik ein systematisches und methodisches Vorgehen des Toleranzingenieurs um 

nachvollziehbar reproduzierbare und damit abgesicherte und verlässliche Ergebnisse zu 

erzielen. Im Folgenden wird eine methodische Vorgehensweise zur Toleranzanalyse und 

Toleranzsynthese abweichungsbehafteter Mechanismen vorgestellt und im Detail diskutiert, 

welche alle Aktivitäten des Toleranzingenieurs in eine fundierte Ordnung setzt. Bild 4.8 

zeigt die Hauptaktivitäten, die in den Kapiteln 4.3 bis 4.8 noch weiter detailliert werden. 
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Bild 4.8: Methodische Vorgehensweise zur Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehaf-

teter Mechanismen (Die Kürzel P, K, E, A entsprechen den vier Phasen der Produkt-

entwicklung „Planen, Konzipieren, Entwerfen und Ausarbeiten“ nach [Pah07]) 
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Im Verlauf der Produktentwicklung nach [Pah07] wird der Produktentwickler mit Abwei-

chungen und deren Begrenzung anhand geeigneter Toleranzen üblicherweise während des 

Entwerfens bei der Festlegung der einzusetzenden Fertigungsverfahren und der dadurch 

erreichbaren Fertigungsqualität konfrontiert. Zudem steht dieser beim anschließenden Aus-

arbeiten [Pah07] vor der verantwortungsvollen Aufgabe, eine vollständige und wirtschaftli-

che Tolerierung aller Bauteile des jeweiligen Produktes festzulegen. Die Notwendigkeit 

einer statistischen Toleranzanalyse und/oder -synthese wird somit üblicherweise bereits 

während der Produktentwicklung durch den Konstrukteur erkannt. 

Hierbei ist durch den Konstrukteur zunächst das zugrundeliegende Toleranzproblem mög-

lichst umfassend zu definieren. Der Umfang hängt hierbei wesentlich vom gegenwärtigen 

Stand der Produktentwicklung und dem Detaillierungsgrad des Produktes ab. Unumgäng-

lich sind jedoch u. a. die Festlegung der funktionsrelevanten Schließmaße, der auftretenden 

zufälligen und systematischen Abweichungen sowie der Kinematik des Mechanismus. 

Oftmals kann bereits auf existierende vollständige Tolerierungen der relevanten Bauteile, 

u. a. aus bestehenden Variantenkonstruktionen und Altzeichnungen sowie vorhergehenden 

Projekten zurückgegriffen werden, die der Toleranzingenieur analysieren und ggf. auch 

optimieren kann. Nähere Ausführungen zur vollständigen Beschreibung zu lösender Tole-

ranzprobleme bei abweichungsbehafteten Mechanismen finden sich in Kapitel 4.3. Besteht 

bereits eine vollständige Tolerierung der Bauteile, so kann der Toleranzingenieur die Funk-

tionserfüllung dieser Tolerierung anhand einer Toleranzanalyse untersuchen. Andernfalls 

ist die kostenoptimale Tolerierung mittels einer Toleranzsynthese zu identifizieren. 

Sowohl für eine Toleranzanalyse als auch die Toleranzsynthese ist die Schließmaßglei-

chung, die mathematische Formulierung der Abhängigkeiten zwischen den auftretenden 

Abweichungen und dem Schließmaß, zwingend erforderlich. In Anlehnung an die Arbeiten 

von STUPPY [Wal09, Stu10, Stu11] erfolgt die Formulierung der Schließmaßgleichung im 

Rahmen der vorliegenden Arbeit mittels geschlossener Vektorketten, die durch ein syste-

matisches Kombinieren homogener 4x4 Transformationsmatrizen gebildet werden. Hierzu 

wird, ausgehend von einem definierten ortsfesten Koordinatensystem, ein Vektorzug durch 

die relevanten Gelenke des Mechanismus entwickelt. Hierbei ist festzuhalten, dass auf-

grund der Zeitabhängigkeit der Bewegung eines Mechanismus auch die Restriktionen der 

drei translatorischen und drei rotatorischen Freiheitsgrade in jedem Gelenk und somit auch 

die Schließmaßgleichung selbst zeitabhängig sind. Zufällige Abweichungen führen hierbei 

zu einer Änderung von Betrag und Richtung einzelner Vektoren, während systematische 

Abweichungen durch zusätzliche Vektoren (mit zeitabhängigen Beträgen und Richtungen) 

und damit auch zusätzliche Transformationsmatrizen in die Vektorkette einzubinden sind. 
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Es ist somit unbestreitbar, dass die Formulierung der Schließmaßgleichung mitunter die 

weitaus anspruchsvollste Tätigkeit im Rahmen einer statistischen Toleranzsimulation dar-

stellt. Das detaillierte Vorgehen zur Identifikation der relevanten Vektoren, deren geeignete 

Verknüpfung aufgrund der zeitabhängigen Gelenkfreiheitsgrade sowie die effiziente In-

tegration von zufälligen, systematischen Abweichungen und Wechselwirkungen zwischen 

diesen wird folglich in Kapitel 4.4 dieser Arbeit ausführlich behandelt. 

Der zweite Schritt der Toleranzanalyse umfasst die Anwendung der Toleranzanalyse-

Methode. Wie bereits in Kapitel 2.3 erläutert, finden aktuell zumeist statistische Ansätze 

wie die Monte-Carlo-Methode Anwendung. Hierbei wird der zeitliche Verlauf des betrach-

teten Schließmaßes im Zeitintervall [0s; tAnalyse] für eine bestimmte Anzahl n an Samples 

des Mechanismus bestimmt. In ihren Arbeiten betrachtet STUPPY lediglich einen Bewe-

gungszyklus des Mechanismus in der Toleranzanalyse, indem sie zu bestimmten Zeit- bzw. 

Betriebspunkten des Bewegungszyklus für jedes Sample eine Toleranzanalyse durchführt 

[Stu09b, Stu11]. Jedoch umfasst die vollständige Betriebsdauer eines Mechanismus oftmals 

zig Millionen Bewegungszyklen. Eine Anwendung der Toleranzanalyse-Methode nach 

STUPPY [Stu11] wäre somit zur Analyse der vollständigen Betriebsdauer eines Mechanis-

mus sowohl aus wirtschaftlicher Sicht als auch aufgrund der begrenzten Rechnerleistung 

nicht zu verantworten. Diesen Defiziten wird im Rahmen der Arbeit durch den Einsatz ei-

ner eigens entwickelten modifizierten Toleranzanalyse-Methode begegnet, welche in Kapi-

tel 4.5 vorgestellt wird. Die dieser Methode zugrundeliegende Idee, als eine der wichtigsten 

Erkenntnisse der vorliegenden Arbeit, wird in Kapitel 4.2.1 im Detail erläutert. 

Die Toleranzanalyse schließt mit der Darstellung und Interpretation der Ergebnisse, um die 

Funktionserfüllung der Tolerierung zu beurteilen (Details hierzu folgen in Kapitel 4.8). Die 

Beurteilung der Kostenoptimalität einer Tolerierung ist nach dem Stand der Forschung und 

Technik (Kapitel 2.3.1.3) jedoch nicht Gegenstand der Toleranzanalyse und wird somit 

oftmals (von den vornehmlich technisch geprägten Ingenieuren) außer Acht gelassen. 

Technologisch mögliche, jedoch wirtschaftlich nicht tragbare Tolerierungen sind die Folge. 

Demnach muss nach einer Toleranzanalyse die betrachtete Tolerierung zusätzlich auf ihre 

Wirtschaftlichkeit hin beurteilt werden. Hierzu wird in dieser Arbeit die Visualisierung 

mittels des sog. WALTER-HILLER-Diagramms vorgestellt. Die Vorgehensweise zur Entwick-

lung des WALTER-HILLER-Diagramms sowie die Beurteilung der Kostenoptimalität einer 

bestehenden Tolerierung werden in Kapitel 4.6 detailliert erläutert. 

Lässt sich anhand des WALTER-HILLER-Diagramms eine zufriedenstellende Kostenoptima-

lität der analysierten Tolerierung belegen, so kann auf die weiterführende Toleranzsynthese 

verzichtet werden. Jedoch ist oftmals – insbesondere bei der Tolerierung von Neuentwick-
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lungen und komplexeren Systemen – in den seltensten Fällen bereits die erste definierte 

Tolerierung kostenoptimal. Eine gezielte Bestimmung der kostenoptimalen Tolerierung 

mittels der Toleranzsynthese ist somit zumeist unumgänglich. 

Die Toleranzsynthese dient dazu, die optimale Tolerierung zu ermitteln, welche sowohl den 

gestellten funktionalen Anforderungen an das Schließmaß genügt, als auch mit minimalen 

Fertigungskosten einhergeht. Folglich ist, wenn nicht bereits in einer vorhergehenden Tole-

ranzanalyse geschehen, die Schließmaßgleichung für den Mechanismus zu Beginn der To-

leranzsynthese zu entwickeln. Anschließend kann das zu lösende Optimierungsproblem, 

also der Zielkonflikt zwischen zwei gegensätzlichen Anforderungen formuliert werden. 

Anhand von drei gängigen Szenarien wird die Formulierung eines Toleranz-Optimierungs-

problems bei Mechanismen in Kapitel 4.7.1 ausführlich erläutert und diskutiert. 

Die Identifikation der optimalen Tolerierung kann, wie bereits in Kapitel 2.4.2 diskutiert, 

sowohl mittels analytischer Ansätze als auch anhand mathematischer Optimierungsalgo-

rithmen erfolgen. Maßgeblich für die Wahl der bestgeeignetsten Lösungsmethode sind 

hierbei insbesondere die Komplexität der Zielfunktion und der Nebenbedingungen des Op-

timierungsproblems. So sind bereits starre nicht-lineare Systeme mit wenigen Toleranzen 

mit analytischen Verfahren kaum noch sinnvoll zu lösen. Darüber hinaus resultieren aus 

Mechanismen mit stark nicht-linearem Bewegungsverhalten zumeist nicht-lineare zeitab-

hängige Nebenbedingungen, welche nur durch ausgewählte numerische Optimierungsver-

fahren zu lösen sind. Weiterhin ist die Minimierung der Fertigungskosten von Toleranzen 

mit stetigen, aber diskontinuierlichen Toleranz-Kosten-Modellen nur eingeschränkt mit 

Gradienten-basierten Optimierungsalgorithmen möglich. Ebenso stoßen auch analytische 

Verfahren hier an deren Grenzen. Neben der prinzipiellen Anwendbarkeit sind insbesonde-

re die individuellen Einstellungen eines jeden Optimierungsalgorithmus von hoher Signifi-

kanz sowohl für die Qualität der Lösung als auch den Ressourcenbedarf bei der Lösung des 

Optimierungsproblems. Detaillierte Ausführungen zur Wahl und zur Applikation lokaler 

und globaler Optimierungsalgorithmen werden in Kapitel 4.7.2 dieser Arbeit gegeben. 

Die Vorgehensweise zur statistischen Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehafte-

ter Mechanismen schließt mit der Darstellung aller relevanten Ergebnisse und der vollstän-

digen Dokumentation der durchgeführten statistischen Toleranzsimulationen. Anhand der 

geeigneten Aufbereitung und Visualisierung der erzielten Ergebnisse kann der Toleranzin-

genieur diese sowohl gezielt auf deren Plausibilität prüfen sowie in verständlicher und 

strukturierter Form an Experten weiterer beteiligter Fachbereiche herantragen. Zudem stellt 

eine detaillierte Dokumentation der einzelnen Schritte der Toleranzsimulationen, aller ge-

nutzten Methoden, Verfahren und Algorithmen sowie deren individueller Einstellparameter 
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die Reproduzierbarkeit und vollständige Nachvollziehbarkeit der Simulationen, insbesonde-
re auch für deren Einbindung in Strategien des wissensbasierten Konstruierens [War00], 
sicher. Hierzu wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit ein Konzept zur Ergebnisvisuali-
sierung und Dokumentation statistischer Toleranzsimulationen von Mechanismen entwi-
ckelt, dessen Umsetzung in Form der rechnerunterstützten Applikation namens Tol/Mech-
insight [Wal15a] in Kapitel 4.8 vorgestellt wird. 

4.2.1 Die Idee hinter der Toleranzanalyse-Methode zur Berücksichtigung der 
vollständigen Betriebsdauer eines Mechanismus 

Die Toleranzanalyse-Methode für bewegte Systeme nach STUPPY [Stu11] sieht lediglich die 
Betrachtung eines Bewegungszyklus des Mechanismus vor. Es kann somit nur ein ver-
gleichsweise kleines Zeitintervall tZ der vollständigen Betriebsdauer analysiert werden. 
Hierzu werden n abweichungsbehaftete Mechanismen generiert und der jeweils resultieren-
de Schließmaßverlauf in diesem Zeitintervall bestimmt. Dieses Zeitintervall entspricht je-
doch stets nur dem ersten Bewegungszyklus des Mechanismus zu Beginn des Betriebs (bei 
t = 0 s), da STUPPY zum betrachteten Zeitpunkt im Betrieb keine weiteren Festlegungen 
trifft. Demnach ist mit der Integrierten Toleranzanalyse bewegter Systeme nach [Stu11] nur 
die Beurteilung der Auswirkungen der m Abweichungen Abwi auf das Schließmaß während 
des ersten Bewegungszyklus, welcher zum Zeitpunkt tB = 0 s beginnt, möglich: 

  , 1 2( ) , , ,..., , , 0n ideal i m BSM t f Abm Abw Abw Abw t t s   mit  0; Zt t 


  (4.2) 

Aussagen zum Bewegungsverhalten für die weiteren Bewegungszyklen während der ver-
bleibenden Betriebsdauer können jedoch bisher nicht getroffen werden. Somit ist die Tole-
ranzanalyse-Methode um die Betrachtung der vollständigen Betriebsdauer zu erweitern. 

Hierzu wird ein zusätzlicher variierender Parameter eingeführt, der beim Generieren der n 
Samples (abweichungsbehaftete Mechanismen) mit einer zugehörigen Wahrscheinlich-
keitsverteilung Berücksichtigung findet. Dieser Parameter wird fortan als Betriebszeit-
punkt tB bezeichnet und repräsentiert die Zeit, welche seit der Inbetriebnahme des n-ten 
Mechanismus (zum Zeitpunkt t = 0 s) vergangen ist. Der Betriebszeitpunkt kann hierbei 
jeden nicht negativen reellen Wert im Intervall [0; TB] annehmen, wobei TB der vollständi-
gen Betriebsdauer des Mechanismus (z. B. definiert durch die Forderung einer Mindestle-
bensdauer) entspricht. Somit ist fortan die Bestimmung des Schließmaßverlaufs während 
eines Bewegungszyklus (mit der Zyklusdauer tZ) für jeden der n Samples zu jedem beliebi-
gen Betriebszeitpunkt tB der vollständigen Betriebsdauer TB möglich. Es gilt somit: 

  , 1 2( , ) , , ,..., , ,n B ideal i m BSM t t f Abm Abw Abw Abw t t  mit  0; Zt t 


 und  0;B Bt T 


  (4.3) 
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Am Beispiel des Kurbeltriebs eines 4-Takt Verbrennungsmotors, wie er u. a. in Kleinkraft-

rädern Verwendung findet, soll die Modifikation der Toleranzanalyse-Methode nun ver-

deutlicht werden. Durch die Anwendung der Integrierten Toleranzanalyse bewegter Syste-

me nach STUPPY wird eine Anzahl n abweichungsbehafteter Kurbeltriebe erzeugt und für 

jeden dieser der zugehörige Schließmaßverlauf während der ersten beiden Arbeitstakte des 

Motors ermittelt. Diese Betrachtungen finden also für alle n Kurbeltriebe zum identischen 

Betriebszeitpunkt tB = 0s, dem ersten Anlassen der Motoren, statt. 

Hingegen ermöglicht die modifizierte Toleranzanalyse-Methode die zusätzliche Festle-

gung des, für jeden der n Samples individuellen, Betriebszeitpunktes tB. Somit wird der 

Bewegungszyklus (Zyklusdauer tZ umfasst zwei Arbeitstakte) für jeden Kurbeltrieb zu ei-

nem zufälligen Betriebszeitpunkt tB innerhalb der Betriebsdauer des Motors TB ermittelt. 

Die n Samples werden somit gleichmäßig über die vollständige Betriebsdauer verteilt. Da-

mit ist es von nun an möglich, systematische Abweichungen mit größeren Periodendauern 

(TP > tZ), wie beispielsweise Verschleiß zu berücksichtigen. Bild 4.9 verdeutlicht die Ver-

teilung der Samples über die Betriebsdauer mittels der Toleranzanalyse-Methode. 

 

Bild 4.9: Modifizierte Toleranzanalyse-Methode: Betriebszeitpunkte der n abweichungsbehaf-

teten Kurbeltriebe (Samples) und deren Verteilung über die vollständige Betriebs-

dauer hinweg (Bildquellen des Kurbeltriebs: [Wal09, Stu11]) 

Somit steht fortan eine Toleranzanalyse-Methode zur Verfügung, welche die Betrachtung 

der vollständigen Betriebsdauer abweichungsbehafteter Mechanismen in statistischen Tole-

ranzsimulationen – bei nahezu gleichbleibenden numerischen Aufwänden – ermöglicht. 
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4.3 Vollständige Beschreibung der Aufgabe 

Der erste und damit in dessen Auswirkungen weitreichendste Schritt der Vorgehensweise 

nach Bild 4.8 umfasst die vollständige Beschreibung des Toleranzproblems für den Tole-

ranzingenieur und damit weit mehr als nur die Festlegung, welche Abweichungen der Ein-

zelteile in der Toleranzsimulation Berücksichtigung finden sollen. So ist zunächst die Frage 

zu beantworteten, welchem Ziel die Initiierung der Toleranzsimulation dient, um die gene-

relle Notwendigkeit einer Toleranzanalyse und/oder Toleranzsynthese zu identifizieren. 

Anschließend sind alle erforderlichen Informationen zusammenzutragen und geeignet zu 

strukturieren. Hierfür schlägt der Autor eine Unterteilung dieser in folgenden vier Katego-

rien vor. Die Informationen werden nachfolgend diesen Kategorien zugeordnet. 

Die gestellten Anforderungen an die Tolerierung des Mechanismus umfassen insbeson-

dere die Definition der relevanten Schließmaße des Mechanismus [Tho99, Zie13c]. Dies 

wird ergänzt durch die Festlegung der zulässigen Schließmaßtoleranzen, oftmals durch die 

Angabe der zeitabhängigen oberen und unteren Spezifikationsgrenzen (USG und OSG) und 

die geforderte Einhaltung einer maximalen Ausschuss-Rate bzw. einer „in Ordnung“-Quote 

(z. B.  3σ-Fertigung). Alternativ kann dies anhand von Prozessfähigkeitsindizes (z. B. cp 

und cpk; siehe Kapitel 2.3.1.3) formuliert werden. Weitere Anforderungen beziehen sich 

u. a. auf die Festlegung der angestrebten Betriebsdauer TB (z. B. in Form der geforderten 

Lebensdauer) sowie wirtschaftliche Aspekte (wie die Angabe einer Kostenobergrenze). 

Der Umfang an Informationen über das technische System und dessen Einzelteile hängt 

wesentlich vom gegenwärtigen Stand der Produktentwicklung ab. Allen voran sind hier die 

geometrische Beschreibung der Einzelteile sowie die Festlegung deren physikalischer Ei-

genschaften (wie Dichte, Wärmeausdehungskoeffizient etc.) anhand der Materialwahl an-

zuführen. Gleichermaßen sind zufällige und systematische Abweichungen, die in Fertigung 

und Montage auftreten, sowie etwaige Wechselwirkungen zwischen diesen zu identifizieren 

und zu charakterisieren. Aus der Verknüpfung der Einzelteile in deren Gelenk- bzw. Füge-

punkten (entsprechend der gültigen Montagefolge) resultiert die finale Baugruppe [Dan03]. 

Die Lauffähigkeit (d. h. eine Relativbewegung der Einzelteile ist möglich) dieser lässt sich 

anhand der Art der Gelenke und Kontakte und damit der gesperrten rotatorischen und/oder 

translatorischen Freiheitsgrade jedes Gelenks ermitteln [Spr10]. Ein global gültiges Refe-

renzkoordinatensystem des Mechanismus ist hierbei zumeist bereits im CAD-Modell der 

Baugruppe verankert und dient als Ausgangspunkt der zu entwickelnden Vektorketten. 

Die umfassende Detaillierung des angestrebten Betriebs des Mechanismus ist essentiell 

für die statistische Toleranzsimulation. An erster Stelle steht hierbei die Festlegung und 
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Detaillierung der zufälligen und systematischen betriebsabhängigen Abweichungen, deren 

Ursachen (z. B. Belastung durch äußere Kräfte und Momente) sowie möglicher Wechsel-

wirkungen mit weiteren Abweichungen. Ferner sind die zu erwartenden Betriebsbedingun-

gen zu definieren. Dies reicht von der Angabe der Betriebstemperatur, der Definition mög-

licher rotatorischer und translatorischer Antriebe (z. B. Drehzahl, Vorschub) und der vor-

herrschenden Umgebungsbedingungen (u. a. Grad möglicher Verschmutzungen, Umge-

bungstemperaturen) bis hin zur Spezifikation erforderlicher Hilfsmittel (Schmierfette, Öle, 

Kraftstoffe etc.) und Detaillierung angestrebter Wartungsintervalle des Mechanismus. 

Die Beschreibung der Aufgabe schließt mit der Zusammenstellung unternehmensspezifi-

scher Restriktionen bezüglich Fertigung und Montage. Essentiell ist hierbei, insbeson-

dere für die wirtschaftliche Beurteilung der Tolerierung, die Bereitstellung der Toleranz-

Kosten-Modelle für zur Verfügung stehenden Fertigungs- und Montageprozesse. Sie be-

antworten die Fragen, i) welche Toleranzen mit welchem Verfahren erreicht werden kön-

nen, ii) ob sich der Wechsel des Fertigungsverfahrens aus Gründen der Wirtschaftlichkeit 

lohnt und iii) wo die Grenzen des Erreichbaren für besagte Verfahren liegen. Darüber hin-

aus werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen zufälliger Abweichungen wesentlich durch 

den zur Verfügung stehenden Maschinenpark sowie die Art der Fertigung und Montage 

(manuell, teil- oder vollautomatisiert) und die Unternehmensphilosophie bezüglich nach-

haltiger Produktion (Entsorgung oder Nacharbeit von Ausschussteilen) bestimmt. Die ge-

wissenhafte und fundierte Festlegung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist folglich von 

immenser Relevanz. 

4.4 Die Schließmaßgleichung: Gemeinsamer Kern von Toleranzanalyse 

und -synthese 

Sowohl für die Toleranzanalyse als auch die Toleranzsynthese ist die Schließmaßgleichung 

unabdingbar und hat signifikanten Einfluss auf Güte und Aussagekraft der Ergebnisse. Je-

doch ist zumeist die Formulierung der Schließmaßgleichung der weitaus anspruchsvollste, 

umfangreichste und auch fehleranfälligste Schritt der Vorgehensweise nach Bild 4.8. Umso 

mehr ist demnach ein systematisches Vorgehen bei der Entwicklung der zeitabhängigen 

Schließmaßgleichung eines abweichungsbehafteten Mechanismus von Nöten. 

In diesem Kapitel wird die schrittweise Entwicklung der Schließmaßgleichungen für ab-

weichungsbehaftete Mechanismen detailliert erläutert. Dazu werden ausgewählte und be-

währte Ansätze der Repräsentation von Abweichungen (siehe Kapitel 2.3.1.1) herangezo-

gen. Die Grundlage bildet die, in den Arbeiten von STUPPY bewährte sowie von MARZIALE 

und POLINI empfohlene Abbildung von Maßketten mittels geschlossener Vektorketten 
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[Mar09b, Wal09, Pol11, Stu11, Wal13a], welche gemäß der Direct Linearization Method 

nach [Cha96] durch die Multiplikation homogener 4x4 Transformationsmatrizen [Whi94] 

gebildet werden [Reh12]. Das zeitabhängige Bewegungsverhalten eines Mechanismus be-

dingt zudem, dass die Transformationsmatrizen zeitabhängige Einträge beinhalten. Die In-

tegration zufälliger maßlicher und geometrischer Abweichungen [Che14] erfolgt hierbei 

unter der Berücksichtigung der Vektoriellen Tolerierung nach WIRTZ [Wir86] sowie den 

Strategien der Übersetzung geometrischer in vektorielle Toleranzen nach [Web98, Bri99]. 

Hingegen werden zeitabhängige systematische Abweichungen, wie in [Stu11, Wal13a, 

Wal13b] durch zusätzliche Vektoren (und damit zusätzliche Transformationsmatrizen) in 

Vektorketten eingebunden. Die Wahl dieser Ansätze zur Entwicklung der Schließmaßglei-

chungen begründet sich hierbei mit der Vereinbarkeit der vektoriellen Beschreibung der 

Bewegungen von Mechanismen mit der vektoriellen Repräsentation von Abweichungen in 

[Hör03, Mak07, Stu11] sowie der Erkenntnis, dass die Formulierung von Schließmaßglei-

chungen anhand von Vektorketten, im Vergleich mit weiteren Arten der Repräsentation von 

Toleranzketten, lediglich mit einen geringem Aufwand einhergeht [Pol11, Che14]. 

4.4.1 Formulierung der Schließmaßgleichungen mittels Vektorketten 

Der Schließmaßvektor ist die Verbindung zwischen Anfang und Ende einer Vektorkette 

[Jor09], welche durch die Montage der abweichungsbehafteten Einzelteile in deren Gelenk- 

und Kontaktpunkten definiert wird. Üblicherweise liegt der Anfangspunkt dieser Vektor-

kette und somit der Anfangspunkt des Schließmaßvektors im Ursprung eines raumfesten 

Koordinatensystems des Mechanismus, dem globalen Koordinatensystem KOSglob. Folglich 

kann anhand der Einträge des Schließmaßvektors entlang der drei Raumachsen des globa-

len Koordinatensystems das jeweils relevante Schließmaß bestimmt werden. 

 

Bild 4.10: Schließmaßvektor eines planaren Mechanismus nach [Wal09, Wei13] 
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Die Ermittlung des Schließmaßvektors und damit die mathematische Formulierung der 
Schließmaßgleichung mittels Vektorketten erfordert somit eine einheitliche vektorielle Be-
schreibung der assemblierten Einzelteile anhand körperfester Koordinatensysteme aller 
relevanten Einzelteile und zugehöriger Restriktionen in deren Gelenken. Anhand dieser 
kann fortan jeder beliebige Vektor eines lokalen, körperfesten Koordinatensystems durch 
eine gezielte und systematische Aneinanderreihung von Koordinatentransformationen in 
einen Vektor des globalen Koordinatensystems und damit den gesuchten Schließmaßvektor 
überführt werden. Hierfür wird dem Leser ein Vorgehen in fünf Schritten empfohlen: 

1. Identifikation der Vektorkette anhand der Festlegung relevanter Bauteile und deren 
Gelenk- und Kontaktpunkte mit weiteren Bauteilen oder dem Umgebungssystem 

2. Definition der lokalen, körperfesten Koordinatensysteme (u. a. in den Gelenk- und 
Kontaktpunkten der Einzelteile) sowie des globalen Koordinatensystems 

3. Bestimmung der erforderlichen Koordinatentransformationen zur virtuellen Monta-
ge der Einzelteile in deren Gelenken und Kontaktpunkten unter Berücksichtigung 
möglicher zeitabhängiger Übergangsbedingungen 

4. Gezielte Erweiterung der Vektorkette zur Integration zufälliger und systematischer 
Abweichungen sowie möglicher Wechselwirkungen zwischen Abweichungen 

5. Ermittlung des Schließmaßvektors anhand der systematischen Multiplikation der, in 
den beiden vorhergehenden Schritten definierten, Transformationsmatrizen und Ab-
leitung der Schließmaßgleichung 

Bild 4.10 verdeutlicht die Verkettung abweichungsbehafteter Bauteile, die Definition loka-
ler und globaler Koordinatensysteme sowie den gesuchten Schließmaßvektor. Die drei ver-
bleibenden Schritte des Vorgehens werden im Folgenden detailliert erläutert und diskutiert. 

4.4.1.1 Koordinatentransformation von Vektoren mittels homogener 4x4 Matrizen 

Soll ein beliebiger, körperfester Punkt P, der gegenwärtig durch den Vektor 
1Pvv in einem 

Koordinatensystem KOS1 (fortan als Ausgangssystem bezeichnet) definiert ist, als Vektor 

2Pvv eines weiteren Koordinatensystems KOS2 (Zielsystem) ausgedrückt werden, so wird 
dies gemäß der DLM nach [Cha96] durch sogenannte Koordinatentransformationen er-
reicht. Diese Transformationen werden mathematisch durch die Multiplikation des besagten 
Vektors 1Pvv im Ausgangssystem KOS1 mit entsprechenden Transformationsmatrizen Mi 
gemäß Gleichung (4.4) erreicht, wobei die Abhängigkeiten von Lage und Ausrichtung zwi-
schen beiden Koordinatensystemen, durch die individuellen Einträge der Matrizen Berück-
sichtigung finden [Whi94, Cha96, Wal09]. 

 2 1 2 1...P n Pv M M M v    v M M M vv M M M v    v M M M v  (4.4) 
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Liegen die Ursprünge des Ziel- und Ausgangssystems nicht im selben Punkt, so ist eine 
translatorische Transformation des Vektors anhand der Matrix Mtrans und den zugehörigen 
Abständen beider Koordinatenursprünge Δx, Δy und Δz erforderlich [Whi94, Cha96]: 

 

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0 1

trans

x
y

M
z

 
 

 
 
 
 

 (4.5) 

Weichen hingegen die x-, y- und z-Achsen des Zielsystems um die Winkel φx, φy und φz (in 
mathematisch positiver Zählrichtung) von den Achsen des Ausgangssystems ab, so sind 
entsprechende Rotationen und damit die nachfolgend detaillierten Transformationsmatrizen 
Mrot,x, Mrot,y und Mrot,z gemäß [Cha96, Bru07, Mar09a] heranzuziehen. 
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 (4.8) 

Zur Wahrung der Konsistenz der Matrizenmultiplikation ist der Vektor des Punktes P im 
Ausgangssystem KOS1 als Spaltenvektor in der Form  

  1 1 1 1 1 T
P P P Pv x y z v x y zv x y zv x y zv x y z  (4.9) 

darzustellen, wobei dessen viertes Element stets den Wert 1 hat [Cha96, Wal09]. Ein tech-
nisches System besteht zumeist aus einer Vielzahl an Einzelteilen, die in ihren Kontakt- 
bzw. Gelenkpunkten aufgrund gegebener Montagebeziehungen miteinander gekoppelt sind. 
Aufgrund dessen lässt sich die Transformation eines Vektors in ein weiteres, beliebiges 
(globales oder körperfestes) Koordinatensystem auch über mehrere Einzelteile eines Ge-
samtsystems hinweg umsetzen. Bild 4.11 verdeutlicht dies am Beispiel eines planaren Sys-
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tems, bei welchen der Vektor 
1Pvv  vom körperfesten Ausgangssystem KOS2-SW des Einzel-

teils #2 in das globale Zielsystem KOSglob im Koppelpunkt der Umgebung mit dem Einzel-
teil #1 und damit in den gesuchten Vektor 

2Pvv  überführt wird. Hierfür sind vier Koordina-
tentransformationen anhand der, in Bild 4.11 benannten Matrizen zu formulieren. 

 

Bild 4.11: Transformation eines Vektors aus einem körperfesten Ausgangssystem in das glo-
bale Zielsystem einer Baugruppe nach [Wal09, Wei13] 

Somit kann mittels der Verknüpfung von Transformationsmatrizen jede Schließmaßglei-
chung zwischen zwei beliebig gewählten Punkten eines Systems unter Berücksichtigung 
der idealen Abmessungen Abmideal der Einzelteile formuliert werden. Es gilt demnach: 

  ,ideal iSM f Abm  (4.10) 

4.4.1.2 Virtuelle Montage der Einzelteile in deren Gelenken durch zeitabhängige Übergangs-
bedingungen 

Die Kopplung von Einzelteilen in deren Gelenk- bzw. Kontaktpunkten geht nicht immer 
mit einer Einschränkung aller sechs Freiheitsgrade der beteiligten Einzelteile im Raum ein-
her. Vielmehr werden anhand verschiedenster Gelenktypen gezielt translatorische und/oder 
rotatorische Freiheitsgrade nicht gesperrt und somit eine zeitabhängige Relativbewegung 
zwischen den beteiligten Einzelteilen ermöglicht. Das Bewegungsverhalten idealer, also 
nicht abweichungsbehafteter Mechanismen wird üblicherweise in der Bewegungslehre mit 
Hilfe der Mehrkörpersimulation numerisch analysiert. Diese basiert auf der vektoriellen 
Beschreibung der Bewegung massebehafteter Körper im Raum und ist, wie von HÖRSKEN 
[Hör03] gezeigt und in [Mak07, Stu11] verdeutlicht, mit den Ansätzen der Toleranzanalyse 
mittels Vektorketten vereinbar. Diese stützt somit die Wahl der vektoriellen Repräsentation 
von Abweichungen in vorliegender Arbeit. 
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Die Schließmaßgleichung (Gleichung (4.10)) ist somit um zeitabhängige Terme, welche die 

Restriktionen aufgrund der eingesetzten Gelenke abbilden, zu ergänzen. Nachfolgend wird 

dies sowohl für nieder- als auch für höherwertige Gelenke genauer beleuchtet. 

Niederwertige kinematische Gelenke 

Niederwertige Elementpaare zeichnen sich durch eine flächenförmige Kontaktzone der ge-

koppelten Einzelteile des Mechanismus aus [Vol95]. Der Kontakt wird hierbei stets durch 

zwei Flächen gebildet und lässt sich somit eindeutig einer unveränderlichen Linie (z. B. der 

Mittelachse einer Welle) im Zweidimensionalen bzw. einen Punkt (auf besagter Linie) im 

Eindimensionalen zuordnen. Bild 4.12 gibt eine Übersicht gängiger niederwertiger Gelenke 

und stellt die Einschränkungen der Freiheitsgrade zusammen. 

 

Bild 4.12: Niederwertige Elementpaare und deren Freiheitsgrade nach [Vol95, Vaj09, Wal09] 

Die Integration niederwertiger Gelenke in der bisher vorliegenden (idealen) Schließmaß-

gleichung nach Gleichung (4.10) kann oftmals bereits durch das Ersetzen der, die Transla-

tionen und Rotationen quantifizierenden Größen (Δx, Δy, Δz, φx, φy, φz) durch zeitabhängige 

Funktionen erreicht werden. So ist bei einem Drehgelenk, welches den rotatorischen Frei-

heitsgrad um eine Achse aufweist, der bisher konstante Drehwinkel φrot durch das Produkt 

aus Winkelgeschwindigkeit ωrot des rotierenden i-ten Bauteils und der Zeit t nach 

  rot, rot,i it t    (4.11) 

zu ersetzen. Analog hierzu ist bei Gelenken mit translatorischen Freiheitsgraden das Pro-

dukt aus der jeweiligen translatorischen Vorschubgeschwindigkeit vx,y,z und der Zeit t zu 

bilden. Höherwertige Gelenke erfordern hingegen neben der Manipulation bestehender 

Matrizen zumeist auch eine Erweiterung der Vektorkette um weitere Transformationen. 

Höherwertige kinematische Gelenke 

Ebenso wie niederwertige Gelenke, können auch höherwertige Gelenke zwischen Bauteil-

flächen bestehen, weisen jedoch eine linien- oder punktförmige Kontaktzone auf [Gös12]. 

Drehschubgelenk
1 translatorischer Freiheitsgrad

& 1 rotatorischer Freiheitsgrad

Schubgelenk
1 translatorischer Freiheitsgrad

Drehgelenk
1 rotatorischer Freiheitsgrad
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Dies hat zur Folge, dass der Kontakt nicht exakt einer körperfesten Linie bzw. einem kör-

perfesten Punkt zugeordnet werden kann. Resultierende Kontaktlinien und -punkte sind 

somit nicht körperfest. Vielmehr bewegen sich diese, in Abhängigkeit der geometrischen 

Gegebenheiten, auf Bewegungsbahnen auf den Grenzflächen beider im Kontakt stehenden 

Körper [Epp12, Wei13]. EPP verdeutlicht dies anschaulich am Beispiel eines Kugelpendels, 

welches mit einer federnd gelagerten Platte einen höherwertigen Kontakt bildet [Epp12]. 

Der Kontaktpunkt P bewegt sich hierbei auf den Grenzflächen (Bild 4.13). 

 

Bild 4.13: Relativbewegung des Kontaktpunktes P auf den Grenzflächen der, mittels eines 

höherwertigen Gelenks gekoppelten Einzelteile nach [Epp12] 

Zur Integration höherwertiger Gelenke in Vektorketten wird in der vorliegenden Arbeit ein 

Vorgehen in drei Schritten herangezogen: 

1. Zunächst sind die Transformationsmatrizen zu formulieren, die (analog den nieder-

wertigen Gelenken) die Kontaktbedingungen (eingeschränkte Freiheitsgrade) im tat-

sächlichen Kontaktpunkt P beider Einzelteile beschreiben. Hierbei wird der Kon-

taktpunkt als abgeschlossenes Sub-System betrachtet, innerhalb dessen der tatsäch-

liche Kontaktpunkt keiner Relativbewegung unterliegt [Epp12, Wei13]. 

2. Anschließend ist die Bewegung des Sub-Systems (und damit des tatsächlichen Kon-

taktpunktes) auf den Grenzflächen beider Kontaktpartner zu beschreiben und die 

zugehörigen zeitabhängigen Transformationsmatrizen zu entwickeln [Epp12]. 

3. Anhand der Matrizen aus Schritt 2 können nun die Transformationsmatrizen (aus 

Schritt 1), welche den eigentlichen Kontakt beschreiben, an die Geometrie der betei-

P

ω

P

Kontaktsituation zum Zeitpunkt t1 Kontaktsituation zum Zeitpunkt t2

Es gilt: t1 < t2
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ligten Einzelteile gekoppelt werden. Im Rahmen der Matrizenmultiplikation werden 

somit den Matrizen zur Beschreibung der Bewegung des Kontaktpunktes, die Mat-

rizen zur Beschreibung der Bewegung des Sub-Systems voran- und nachgestellt. 

Abschließend sei angemerkt, dass insbesondere die mathematische Formulierung des Be-

wegungsverhaltens des Sub-Systems sowie deren Überführung in Transformationsmatrizen 

bereits für einfachste Regelgeometrien äußerst anspruchsvoll sein können. Bilden zudem 

noch Freiformflächen den Kontakt, so ist eine exakte Beschreibung der Bewegung des Sub-

Systems meist nur noch näherungsweise und unter vereinfachenden Annahmen (z. B. 

Kleinwinkelnäherung) oder approximativ möglich. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden 

sowohl die Komplexität als auch der enorme Umfang des Vorgehens für den Kontakt No-

ckenwelle / Schlepphebel des Ventiltriebs eines Verbrennungsmotors aufgezeigt. 

Somit kann gegenwärtig bereits der zeitliche Verlauf eines jeden Schließmaßes zwischen 

zwei beliebig gewählten Punkten eines Systems unter Berücksichtigung der idealen Soll-

Abmessungen Abmideal der Einzelteile bestimmt werden. Es gilt entsprechend: 

  , ,ideal iSM f Abm t  (4.12) 

4.4.1.3 Integration zufälliger und systematischer Abweichungen 

Die Integration zufälliger und systematischer Abweichungen erfordert zusätzliche Vektoren 

in der Vektorkette und damit die Entwicklung weiterer Transformationsmatrizen.  

Zufällige Abweichungen 

Sowohl Anzahl als auch Komplexität der erforderlichen Matrizen werden von der Art der 

Abweichung sowie dem tolerierten Element und dem Bezugselement und somit schlussend-

lich von der resultierenden Toleranzzone bestimmt. So lässt sich die Zweipunkt-

Maßabweichung des Abstandes zweier Gelenkpunkte eines Einzelteils (Bild 4.14, oben) 

bereits mit einer Koordinatentransformation vollständig beschreiben. Zunächst ist hierfür 

ein zusätzliches körperfestes Koordinatensystem KOS2-C einzuführen, dessen Ursprung 

exakt um den Betrag der zufälligen Maßabweichung Abwzuf = Δm vom Ursprung des idea-

len Koordinatensystems KOS2-B entfernt ist. Die Orientierung der Raumachsen des KOS2-C 

(gegenüber KOS2-B) kann hierbei beliebig erfolgen, ist aber im Hinblick auf die nachfol-

gende Entwicklung der Transformationsmatrizen mit Bedacht zu leisten. Deshalb lässt sich 

die Überführung des Ausgangssystems KOS2-C in das Zielsystem KOS2-B anhand einer 

Translation mittels der in Bild 4.14 (oben) benannten Matrix M2-C


2-B erreichen. 

Darüber hinaus bieten weitere Arten von Abweichungen dem tolerierten Element mehr als 

einen Freiheitsgrad (FG). Folglich sind zu deren Integration in die Schließmaßgleichung für 
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jede mögliche Bewegungsmöglichkeit des tolerierten Elements separate Transformations-

matrizen zu entwickeln. Beispielsweise kann eine, auf Parallelität tolerierte Achse inner-

halb ihrer zylinderförmigen Toleranzzone sowohl translatorisch (2 FGtrans) als auch rotato-

risch (2 FGrot) von ihrer Idealposition und -lage abweichen [Wal09]. Demnach wären vier 

Transformationen erforderlich um diese Parallelitätsabweichung vollständig abzubilden. 

Für weitere Ausführungen zur Methodik der Übersetzung von Abweichungen in eine vek-

torielle Darstellung sei auf [Bri99] verwiesen. Die Anwendung dieser für ausgewählte Ab-

weichungen folgt im Rahmen der Toleranzsimulationen des Ventiltriebs in Kapitel 5.  

 

Bild 4.14: Integration einer zufälligen Maßabweichung (oben) und einer systematischen De-

formation eines Einzelteils (unten) in Vektorketten nach [Wal09, Sto12b] 

Systematische Abweichungen 

Auch die Integration systematischer Abweichungen erfolgt im Rahmen der vorliegenden 

Arbeit ausschließlich anhand zusätzlicher Vektoren und unter der Annahme, dass sich die 

systematische Abweichung stets einem definierten körperfesten Punkt zuordnen lässt. Hier-

bei werden jedoch Betrag und Richtung der Vektoren nicht zufällig anhand von Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen vorgegeben. Vielmehr folgt aus dem deterministischen Charak-

ter der systematischen Abweichungen die Notwendigkeit, sowohl Betrag als auch Richtung 

für jede mögliche Konfiguration des Gesamtsystems (und damit für jedes Sample) separat 
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neu zu ermitteln. Am Beispiel der elastischen Deformation Defx,y eines Einzelteils eines 

Viergelenkmechanismus wird in Bild 4.14 (unten) die Erweiterung der Vektorkette um ei-

nen zusätzlichen Vektor verdeutlicht sowie die zugehörige Transformationsmatrix benannt.  

Wechselwirkungen zwischen Abweichungen 

Die zuvor detaillierten Maßnahmen zur Integration zufälliger und systematischer Abwei-

chungen werden durch mögliche Wechselwirkungen zwischen den Abweichungen erheb-

lich umfangreicher. Bereits im Vorfeld einer statistischen Toleranzsimulation sind folglich 

detaillierte Beurteilungen der zu erwartenden Abweichungen und deren Auswirkungen auf 

das Betriebsverhalten des Mechanismus von immenser Wichtigkeit für eine fundierte und 

schlüssige Formulierung der Schließmaßgleichung. Nachfolgend wird deshalb die Integra-

tion der Wechselwirkungen 1. bis 4. Art in Schließmaßgleichungen diskutiert. 

Wechselwirkungen 1. und 2. Art, welche sich auf zufällige Abweichungen auswirken, kön-

nen bereits mit vergleichsweise geringem Aufwand in der Schließmaßgleichung Berück-

sichtigung finden. So führen Wechselwirkungen 1. Art mitunter dazu, dass die Schließ-

maßgleichung als abschnittsweise definierte Funktion zu entwickeln ist [Wal15c]. Dies ist, 

wie in Kapitel 4.1.2.1 erläutert, bei überbestimmten Mechanismen sowie aufgrund des ge-

zielten Eingriffs in die Montage anhand der Vorsortierung von Einzelteilen zu erwarten. 

Hingegen ist zur Berücksichtigung von Wechselwirkungen 2. Art die Formulierung der 

Linearitätskoeffizienten der zufälligen Abweichungen αi in Abhängigkeit aller systemati-

schen Abweichungen von Nöten (siehe Kapitel 4.1.2.2). Die vereinfachte Annahme kon-

stanter Linearitätskoeffizienten würde folglich zur Eliminierung der Wechselwirkungen 2. 

Art sowie deren Effekte und damit schlussendlich zu falschen Ergebnissen führen. 

Während Wechselwirkungen 1. und 2. Art unmittelbar bei der Formulierung der Schließ-

maßgleichung Beachtung finden müssen, erfordern Wechselwirkungen 3. und 4. Art keine 

Modifikation der Vektorkette durch zusätzliche Vektoren, abschnittsweise Formulierungen 

oder dergleichen. Vielmehr sind diese Wechselwirkungen bei der deterministischen Be-

schreibung der systematischen Abweichungen, welche als variable Größen Abwsys in der 

Schließmaßgleichung zu finden sind, zu berücksichtigen. Demnach ist jede systematische 

Abweichung des Mechanismus als eine Funktion aller m zufälligen Abweichungen Abwzuf 

(Wechselwirkungen 3. Art) und der verbleibenden systematischen Abweichungen Abwsys 

(Wechselwirkungen 4. Art) zu formulieren. Es gilt demnach für die i-te systematische Ab-

weichung zum Zeitpunkt t des Bewegungszyklus nach einer Betriebsdauer des Mechanis-

mus tB: 

  , , , ,( , ) ,Abw ,Abw , ,sys i B ideal i zuf m sys j BAbw t t f Abm t t  für i j  (4.13) 
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4.4.1.4 Ermittlung des Schließmaßvektors durch Multiplikation der Transformationsmatrizen 

Mit der Entwicklung aller erforderlichen Transformationsmatrizen zur Beschreibung 

 der idealen Abmessungen des Mechanismus Abmideal,  

 der von der Zeit t abhängigen Gelenk- und Kontaktrestriktionen,  

 der zufälligen Abweichungen Abwzuf,  

 der vom gegenwärtigen Zeitpunkt t während eines Bewegungszyklus sowie dem 
Betriebszeitpunkt tB abhängigen systematischen Abweichungen Abwsys 

sowie der Berücksichtigung möglicher Wechselwirkungen 1. bis 4. Art (WW1-4) lässt sich 
nun der Schließmaßvektor und damit die gesuchte Schließmaßgleichung  

    , 1 4, ,Abw , , , ,B ideal i zuf sys BSM t t f Abm Abw WW t t  mit  0; Zt t 


 und  0;B Bt T 


  (4.14) 

anhand der systematischen Multiplikation dieser Matrizen (nach Bild 4.11) ermitteln. Somit 
steht zum Abschluss des ersten Schrittes zur Toleranzanalyse und -synthese abweichungs-
behafteter Mechanismen („Formulieren der Schließmaßgleichung“ gemäß Bild 4.8) ledig-
lich noch die Entwicklung mathematischer Modelle zur Beschreibung der systematischen 
Abweichungen aus. Dies ist Gegenstand des nachfolgenden Kapitels. 

4.4.2 Bestimmung der systematischen Abweichungen unter Berücksichtigung 
von Wechselwirkungen 3. und 4. Art 

Die Entwicklung geeigneter mathematischer Modelle, welche die auftretenden systemati-
schen Abweichungen inklusive der Wechselwirkungen 3. und 4. Art, mit einer zufrieden-
stellenden Güte beschreiben, ist mitunter eine äußerst umfangreiche und komplexe Aufga-
be. Im Wesentlichen lassen sich hierbei drei Arten an Modellen unterscheiden: 

 Analytisch exakte Formelwerke sind die am häufigsten anzutreffende Möglichkeit 
zur Berechnung und Auslegung im Maschinenbau (z. B. von Maschinenelementen). 
Ein Beispiel hierfür ist die Bestimmung elastischer Deformationen gemäß der Bal-
kentheorie anhand der Biegelinie eines Balkenträgers [Wal15b]. Jedoch sind derar-
tige analytische Ansätze in ihrer Komplexität zumeist stark begrenzt. 

 Analytische Näherungsformeln ermöglichen die Berechnung systematischer Ab-
weichungen unter Akzeptanz eines Fehlers. Somit ist zwar eine exakte Bestimmung 
der Abweichung nicht mehr möglich, jedoch sind hierdurch auch Zusammenhänge 
von weitaus höherer Komplexität beschreibbar (z. B. Temperatur von Wälzlagern in 
Abhängigkeit von Drehzahl und Lastkollektiven nach STAHL [Sta11]). 

 Meta-Modelle ermöglichen durch Ansätze der Approximation und des Maschinel-
len Lernens die mathematische Beschreibung der physikalischen Zusammenhänge 
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innerhalb eines beliebig generierten Datensatzes (siehe Kapitel 2.5). So ist es mög-

lich, systematische Abweichungen anhand modernster rechnerunterstützter Simula-

tionswerkzeuge des Computer-Aided Engineerings (CAE) zu bestimmen und den 

resultierenden Datensatz anschließend in ein geeignetes Meta-Modell zu überführen 

[Sto12b,Wal12c]. Die Bandbreite möglicher Anwendungen wird hierbei lediglich 

von der Leistungsfähigkeit der CAE-Werkzeuge begrenzt, welche jedoch gegenwär-

tig bereits detaillierte Analysen von Problemen ermöglichen, die mit analytischen 

Mitteln nicht mehr lösbar sind. Als populäre Varianten dieses Vorgehens haben sich 

der Einsatz Künstlicher Neuronaler Netze [Schl98] sowie der RSM [Dyn13] zur 

Approximation der Ergebnisse von Finite-Elemente-Simulationen bewährt. 

Im Folgenden liegt das Augenmerk auf der Entwicklung geeigneter Meta-Modelle zur Be-

schreibung der systematischen Abweichungen. Um den Toleranzingenieur hierbei bestmög-

lich zu unterstützen, wird ihm nachfolgend eine Vorgehensweise (Bild 4.15) an die Hand 

gegeben, die von der Entwicklung Statistischer Versuchspläne bis hin zur korrekten Gene-

rierung der Meta-Modelle alle erforderlichen Schritte umfassend darstellt. 

Ausgangspunkt der Vorgehensweise ist hierbei stets die Festlegung und Klassifizierung 

aller i zufälligen Abweichungen sowie aller j systematischen Abweichungen der Einzelteile 

des Mechanismus. Anhand dieser Festlegung kann nun das Meta-Modell einer beliebigen 

systematischen Abweichung unter Berücksichtigung der Wechselwirkungen dieser mit zu-

fälligen Abweichungen (Wechselwirkungen 3. Art) sowie verbleibenden systematischen 

Abweichungen (Wechselwirkungen 4. Art) entwickelt werden [Wei13]. Die fünf Schritte 

dieses Vorgehens werden in den nachfolgenden Kapiteln 4.4.2.1 bis 4.4.2.5 erläutert. 

4.4.2.1 Schritt 1: Sortierung der systematischen Abweichungen 

Wechselwirkungen 4. Art können lediglich zwischen systematischen Abweichungen auftre-

ten, wenn sich diese in deren individueller Periodendauer TP deutlich voneinander unter-

scheiden. Zudem sind diese Wechselwirkungen stets gerichtet, d. h. die systematische Ab-

weichung mit hoher Periodendauer bewirkt eine Änderung der systematischen Abweichung 

mit niedriger Periodendauer, jedoch nicht entgegengesetzt. Demnach ist zur Entwicklung 

der Meta-Modelle aller j systematischen Abweichungen mit der systematischen Abwei-

chung Abwsys,1 zu beginnen, welche die höchste Periodendauer TP,1 aufweist. Diese Abwei-

chung kennzeichnet fortan der Index 1. Anschließend sind die verbleibenden Meta-Modelle 

sukzessive und unter Berücksichtigung aller bereits entwickelten Meta-Modelle (und damit 

der jeweils zugehörigen Wechselwirkungen 4. Art) zu entwickeln. Der erste Schritt fordert 

somit die Sortierung der j systematischen Abweichung nach absteigender Periodendauer, 
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um im nächsten Schritt der Vorgehensweise mit der Entwicklung des Meta-Models der 

systematischen Abweichung Abwsys,1 mit der höchsten Periodendauer zu beginnen. 

 

Bild 4.15: Vorgehensweise zur Entwicklung von Meta-Modellen zur mathematischen Be-

schreibung j systematischer Abweichungen und den zugehörigen Wechselwirkungen 

3. Art und 4. Art nach [Wal13a] (TP: Periodendauer, TB: Betriebsdauer) 
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4.4.2.2 Schritt 2: Statistische Versuchsplanung 

Zufällige Abweichungen aus Fertigung, Montage und Betrieb wirken bereits zu Beginn des 

Betriebs (tB = 0 s) auf mögliche systematische Abweichungen (Wechselwirkungen 3. Art) 

und damit auch auf das Bewegungsverhalten des Mechanismus. Sollen nun Wechselwir-

kungen 3. Art in einer Toleranzsimulation berücksichtigt werden, so muss jede der j syste-

matischen Abweichungen unter Berücksichtigung der zu erwartenden Streuung einer jeden 

zufälligen Abweichung bestimmt werden. Hierdurch können schlussendlich Meta-Modelle 

entwickelt werden, welche die auftretenden systematischen Abweichungen einschließlich 

der Wechselwirkungen 3. Art mathematisch beschreiben. 

Gemäß den Ausführungen zur Entwicklung von Meta-Modellen im Stand der Forschung 

und Technik (Kapitel 2.5) ist ein Datensatz, bestehend aus n Samples, erforderlich 

[Wal13a, Wal13b]. Hierfür wird in der empfohlenen Vorgehensweise auf ein Verfahren der 

Statistischen Versuchsplanung (engl.: Design of Experimentes) zurückgegriffen: Das Latin-

Hypercube-Sampling ermöglicht die Bestimmung einer beliebigen Anzahl n an Samples 

unter Berücksichtigung der Wahrscheinlichkeitsverteilung jeder auftretenden zufälligen 

Abweichung. Das Latin-Hypercube-Sampling ist hier der Monte-Carlo-Methode vorzuzie-

hen, da bereits bei einer vergleichsweise geringen Anzahl an Samples eine signifikant bes-

sere Verteilung der Samples im aufgespannten Parameterraum und damit ein aussagekräfti-

ger Datensatz für die Meta-Modelle erzielt wird [Sto11b, Man12]. 

Zunächst sind die Streubereiche aller i zufälligen Abweichungen festzulegen. Hierbei ist 

von größter Relevanz, dass der Toleranzingenieur zwingend Streubereiche definiert, die 

wesentlich größer als die üblicherweise definierten Fertigungstoleranzen sind. Dies begrün-

det sich darin, dass hierdurch das Meta-Modell auch dann noch Gültigkeit hat, wenn sich 

im Rahmen der Toleranzsynthese zeigen sollte, dass eine erhebliche Aufweitung der Tole-

ranzen der zufälligen Abweichungen oder mögliche Mittelwertverschiebungen dieser Tole-

ranzen erforderlich sind. Dies ist in Bild 4.16 nochmals dargestellt. 

 

Bild 4.16: Festlegung der Streubreite der zufälligen Abweichungen für den Versuchsplan 

Nennmaß

Größenordnung üblicher Toleranzwerte

Größenordnung der Streubreite, die beim Sampling berücksichtigt werden soll

Mögliches Ergebnis einer Toleranzsynthese
Zunahme der Toleranzbreite sowie signifikante Mittelwert-

verschiebung des Toleranzfeldes gegenüber dem Nennmaß

Mögliches Ergebnis einer Toleranzsynthese
Signifikante Zunahme der Toleranzbreite sowie Mittelwert-

verschiebung des Toleranzfeldes gegenüber dem Nennmaß
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Neben den i zufälligen Abweichungen ist, wie in Kapitel 4.2.1 erläutert, noch der Betriebs-

zeitpunkt tB im Versuchsplan zu berücksichtigen. Dessen Streubereich wird durch eine 

Gleichverteilung mit der unteren Grenze „0 s“ und der Betriebsdauer TB als obere Grenze 

beschrieben. Es resultieren damit die in Tabelle 4.1 aufgeführten Größen für das Sampling. 

Tabelle 4.1: Streuende Größen des Versuchsplans (* = Festlegung durch Toleranzingenieur) 

Streuende Größe 
Untere 

Grenze 

Obere 

Grenze 

Wahrscheinlichkeits-

verteilung 

Zufällige Abweichung #1  * * * 

Zufällige Abweichung #2 * * * 

: 

Zufällige Abweichung #i * * * 

Betriebszeitpunkt tB 0 s TB Gleichverteilung 

 

Im Anschluss an die Festlegung der zu berücksichtigenden Größen erfolgt das Sampling: 

Zunächst wird der (i+1)-dimensionale Parameterraum (sog. Hypercube) aufgespannt und 

die i+1 Raumachsen unter Berücksichtigung der jeweiligen Wahrscheinlichkeitsverteilung 

in n Intervalle gleicher Wahrscheinlichkeitsdichten (und damit der gleichen überspannten 

Fläche) unterteilt. Die Annahme einer Gleichverteilung begünstigt eine gleichmäßige Ver-

teilung der Samples im Hypercube. Abschließend sind die n Samples zu generieren. Hierbei 

gilt, dass auf jeder Raumachse in jedem Intervall gleicher Wahrscheinlichkeitsdichten stets 

nur ein Sample liegen darf (Bild 4.17). 

 

Bild 4.17: Festlegung von sechs Samples mit zwei streuenden Größen (Abwsys,1: normalverteilt; 

tB: gleichverteilt) mittels Latin-Hypercube-Sampling nach [McK79, Wei13] 

Wahrscheinlichkeit

A
b

w
zu

f,
1

Wahrschein-

lichkeit

tB
TB0

Parameterraum 

(aufgespannt durch die i 

zufälligen Abweichungen)

Sample

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


Konzept zur Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen 103 

Für die Festlegung der erforderlichen Anzahl an Samples n kann keine pauschale Maßgabe 

ausgesprochen werden. Vielmehr hängt sie sowohl von der Komplexität der abzubildenden 

systematischen Abweichung als auch von dem einzusetzenden Meta-Modell ab. Dennoch 

hat sich, u. a. in [Wal13a, Wal14a], die Festlegung der Samplezahl nLHS gemäß  

 
  1 210

1,15
7 2

LHS

i i
n

 
    (4.15) 

als zielführend erwiesen. Hierbei entspricht i der Anzahl an zufälligen Abweichungen die 

im Versuchsplan Berücksichtigung finden sollen. Der Quotient 
10

/7 geht auf die Teilung des 

Datensatzes im Verhältnis 70:30 gemäß der Split-Validation (Kapitel 2.5.5) zurück. Wei-

terhin wird dem Toleranzingenieur ein Oversampling empfohlen [Wal13a] (hier: 15 %). 

Hierdurch lassen sich u. a. Samples, für die die systematischen Abweichungen nicht bzw. 

nicht zufriedenstellend bestimmt werden können, kompensieren. 

4.4.2.3 Schritt 3: Bestimmung der systematischen Abweichung 

Die mitunter umfangsreichste Tätigkeit der Vorgehensweise zur Entwicklung der Meta-

Modelle stellt die Bestimmung der systematischen Abweichungen dar. Hierbei ist der zeit-

liche Verlauf der betrachteten systematischen Abweichung Abwsys,1 für ein Zeitintervall von 

der Länge ihrer Periodendauer TP,1 für jedes der n Samples zu ermitteln. Zur Durchführung 

numerischer Simulationen in der Produktentwicklung hat sich ein Vorgehen nach den drei 

Schritten Pre-Processing, Processing und Post-Processing etabliert [Vaj09]. 

Das Pre-Processing widmet sich der Modellbildung und damit der Reduktion des zu analy-

sierenden realen physikalischen Phänomens auf ein, für gegenwärtig verfügbare Software-

Werkzeuge des Computer-Aided Engineerings beherrschbares und lösbares Simulations-

modell. Hierzu sind neben Vereinfachungen bzgl. der Geometrie von Bauteilen (z. B. Run-

dungen und Phasen) insbesondere Maßnahmen zur Komplexitätsreduzierung, wie die An-

nahme der Reibungsfreiheit in den Gelenken eines Mechanismus, anzuführen [Wal14b]. In 

der Regel stößt der Toleranzingenieur hier jedoch bereits frühzeitig an die Grenzen seiner 

Kompetenz, weshalb die enge Zusammenarbeit mit qualifizierten Berechnern und Simula-

tionsexperten im Unternehmen an dieser Stelle unumgänglich ist. Gemeinsam kann nun ein 

Simulationsmodell entwickelt werden, welches die Bestimmung der systematischen Ab-

weichung Abwsys,1 für den idealen Mechanismus (also unter der Annahme einer ideal maß-

haltigen Fertigung) ermöglicht. Anschließend sind von diesem Modell n Varianten zu gene-

rieren, welche sich exakt in den Parametern voneinander unterscheiden, die im Versuchs-

plan als streuende Größen betrachtet wurden (Bild 4.18). Demnach korrespondiert fortan 

jedes dieser n Simulationsmodelle mit exakt einem der n Samples des Versuchsplans.  
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Im Processing werden die Berechnungsaufgaben, welche den n Simulationsmodellen zu-

grunde liegen, anhand numerischer Algorithmen gelöst und damit n-mal der zeitliche Ver-

lauf der systematischen Abweichung während der Periodendauer TP,1 ermittelt. Hierbei sind 

insbesondere Einstellungen bzgl. der Ergebniskonvergenz und der zeitlichen Diskretisie-

rung sowie die Wahl von Abbruchkriterien von enormer Relevanz für die Güte der Ergeb-

nisse. Auch hier ist die enge Zusammenarbeit mit den Simulationsexperten unverzichtbar. 

 

Bild 4.18: Zuordnung der n zeitlichen Verläufe der systematischen Abweichung zu den n 

Samples sowie Kennzeichnung möglicher Fehler in einem Verlauf 

Wünschenswerterweise können alle n Simulationen unter Einhaltung eines geforderten ma-

ximalen Fehlers gelöst werden. Jedoch ist dies nicht immer der Fall, weshalb im Post-

Processing insbesondere die Sinnhaftigkeit der erzielten Ergebnisse zu hinterfragen ist. So 

können ungünstige Kombinationen der Ausprägungen der streuenden Größen des Ver-

suchsplans mitunter dazu führen, dass das Simulationsmodell nicht bzw. nicht mit der ge-

wünschten Genauigkeit gelöst werden kann. Diese Samples sind somit zu identifizieren und 

ggf. aus dem Datensatz zur Entwicklung des Meta-Modells zu entfernen. Weiterhin ist ins-

besondere bei der Lösung dynamischer Bewegungsanalysen mittels der numerischen 

Mehrkörpersimulation mit weiteren Unsicherheiten zu rechnen. Diese lassen sich unter an-

derem darauf zurückführen, dass die Software-Werkzeuge derartige Analysen lediglich 

zeitdiskret lösen können [Vaj09]. Mitunter sind Ausreißer und Unstetigkeiten (siehe Bild 

4.18) sowie ein mögliches Rauschen des zeitlichen Verlaufs der systematischen Abwei-

chung die Folge [Spr13a]. Dem kann u. a. durch den gezielten Einsatz von Filterfunktionen 

zur Glättung von Kurven (z. B. polynomiale Regression) effizient entgegengewirkt werden. 

Auch hier bleibt festzuhalten, dass das Post-Processing stets im engen Kontakt mit den Si-

mulationsexperten erfolgen muss, um aussagekräftige und verlässliche Daten zu ermitteln, 

welche den hohen Anforderungen an die Genauigkeit einer statistischen Toleranzsimulation 

gerecht werden. 

TP,1

Sample # Abwzuf,1 tBAbwzuf,2 Abwzuf,i

1 0,2 234 h-0,4 1,2

n 1,3 2,6 s0,12 -0,04

2 0,4 3496 h-0,05 1,0

3 -0,1 0,56 h0,2 1,05

Zeit t

Abwsys,1

0

Versuchsplan

Ausreißer

Unstetigkeit

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


Konzept zur Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen 105 

4.4.2.4 Schritt 4: Generieren der Meta-Modelle und Evaluation deren Prognosequalität 

Nach der erfolgreichen Bestimmung der zeitlichen Verläufe der systematischen Abwei-

chung für alle n Samples im vorhergehenden Schritt, kann nun das erforderliche Meta-

Modell auf Basis des gewonnenen Datensatzes generiert werden. Hierzu sieht die Vorge-

hensweise nach Bild 4.15 ein dreistufiges Vorgehen vor. 

Die Wahl der Validierungsstrategie wird u. a. von der zu erwartenden Komplexität der Ab-

hängigkeiten zwischen den zufälligen Abweichungen und der zu beschreibenden systemati-

schen Abweichung bestimmt. So ist die erzielbare Prognosegüte des Meta-Modells bei 

komplexeren Abweichungen oftmals signifikant von der Aufteilung des Datensatzes in ei-

nen Trainings- und einen Testdatensatz (geläufig sind Teilungen im Verhältnis von 70:30 

oder 80:20). Demnach sind bei Abweichungen, für die durchaus mit komplexeren Abhän-

gigkeiten von den zufälligen Abweichungen zu rechnen ist, wiederholende Validierungs-

verfahren (z. B. k-fold Cross-Validation, Repeated Random Sub Sampling) zu empfehlen. 

Zeigen die hierbei generierten k Meta-Modelle allesamt annähernd gleich hohe Prognose-

güten, so kann nach [Wal12b] auf eine hohe Allgemeingültigkeit des finalen Meta-Modells 

(insbesondere auch in Bereichen des Parameterraums, in welchen keine Samples des Ver-

suchsplans lagen) geschlossen werden (Bild 4.19). Folglich ist im Zweifelsfall das Repea-

ted Random Sub Sampling stets der Split-Validation vorzuziehen. 

 

Bild 4.19: Mögliche COPs eines Repeated Random Sub Samplings (n = 7) für einen fiktiven 

Datensatz und die Bedeutung für die Allgemeingültigkeit der Meta-Modelle 

Die Wahl des bestgeeigneten Meta-Modells wird wesentlich durch die Größe des Datensat-

zes aus dem vorhergehenden Schritt bestimmt. Wird beispielsweise der zeitliche Verlauf 

einer systematischen Abweichung mit einer zeitlichen Diskretisierung in 49 Zeitschritte für 

n = 100 Samples bestimmt, so resultiert hieraus ein Datensatz mit gesamt 5 000 Datenpunk-

ten. Während Neuronale Netze oder die Support Vector Regression mit zunehmender An-

zahl an Datenpunkten auch zunehmend präzisere Prognosen ermöglichen, trifft dies für die 

Response Surface Methodology nur bedingt zu. Dies liegt daran, dass bei der RSM stets nur 

eine vergleichsweise geringe Anzahl an Datenpunkten für die Bestimmung der Regressi-

onskoeffizienten erforderlich ist. Folglich kann die RSM tatsächlich nur einen Bruchteil der 
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zur Verfügung stehenden Datenpunkte zur Entwicklung des Meta-Modells nutzen, während 

der Großteil der Datenpunkte ungenutzt bleibt. Die Kriging Interpolation begegnet diesem 

Mangel zwar, indem die verbleibenden Datenpunkte zur Formulierung eines zusätzlichen 

additiven Terms dienen. Nichtsdestotrotz ist auch dessen Fähigkeit zur Beschreibung kom-

plexer mathematischer Zusammenhänge begrenzt, was sich auch bei der Erstellung der Me-

ta-Modelle für den Ventiltrieb in Kapitel 5.3.1.2 bestätigt. Somit wird dem Toleranzingeni-

eur hier – wie bereits in [Wal13a, And13] – der Einsatz Künstlicher Neuronaler Netze zur 

mathematischen Beschreibung von Abweichungen empfohlen. Hingegen kann sich die 

RSM bei Datensätzen mit wenigen Datenpunkten als besonders geeignet erweisen. 

Im verbleibenden Schritt ist die Prognosegüte der generierten Meta-Modelle zu beurteilen. 

Hierzu können, wie bereits im Stand der Forschung und Technik (Kapitel 2.5.5) erläutert, 

verschiedenste Kennwerte herangezogen werden. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll 

hier auf den Coefficient of Prognosis (kurz: COP) gemäß Gleichung (2.57) zurückgegriffen 

werden. Hierbei kann als Daumenregel gelten, dass nach [Wal12a, Schu13] für die Anwen-

dung in statistischen Toleranzsimulationen nur Meta-Modelle mit herausragend hohen 

COP-Werten oberhalb von 0,98 herangezogen werden sollten. 

Abschließend ist noch festzuhalten, dass auch im Falle einer zunächst nicht zufriedenstel-

lenden Prognosegüte eines Meta-Modells durchaus Möglichkeiten bestehen, eine Verbesse-

rung der Prognosegüte des Meta-Modells zu erreichen. Dies sind u. a.: 

 Einsatz weiterer Techniken der Meta-Modellierung (z. B. Spiking Neural Networks) 

 Erhöhung der Sampleanzahl n im Statistischen Versuchsplan 

 Wiederholung der numerischen Simulationen mit angepassten Einstellungen (höhe-

rer Genauigkeit, Erhöhung der zeitlichen Diskretisierung etc.) 

 Kritische Beurteilung der getroffenen Annahmen und Vereinfachungen bei der Mo-

dellbildung und Simulation der systematischen Abweichungen 

 Vorhergehende Parameterreduktion durch Sensitivitätsanalysen [Kel11, Kel15] 

4.4.2.5 Schritt 5: Integration in die Schließmaßgleichung 

Konnte im vorhergehenden Schritt 4 ein Meta-Modell von zufriedenstellender Prognosegü-

te für die systematische Abweichung Abwsys,1 entwickelt werden, so ist das Vorgehen an-

schließend zur Entwicklung eines Meta-Modells für die systematische Abweichung Abwsys,2 

mit der zweitgrößten Periodendauer TP,2 erneut durchlaufen werden. Das Vorgehen hierbei 

unterscheidet sich lediglich vom soeben detaillierten Vorgehen, als dass neben den i zufäl-

ligen Abweichungen nun auch die Wechselwirkung 4. Art mit der bereits behandelten sys-

tematischen Abweichung Abwsys,1 (anhand des Meta-Modells) bei den numerischen Simula-
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tionen (Schritt 3) Berücksichtigung finden. Die fünf Schritte des Vorgehens sind zudem für 
jede der verbleibenden systematischen Abweichungen erneut zu durchlaufen, wie das Vor-
gehen in Bild 4.15 zeigt. 

Das Vorgehen schließt mit dem Ersetzen der bisherigen Platzhalter Abwsys,j aller j systema-
tischen Abweichungen in der Schließmaßgleichung durch die entwickelten j Meta-Modelle 
MMj. Es gilt schlussendlich für die Schließmaßgleichung: 

  ,, ( ,Abw ,B ideal i zuf sysSM t t f Abm Abw

,

1 4, , , )

Abwsys jMM

BWW t tSM t t f Abm Abw , , , )

Abwsys j,sys j,Abwsys jAbwMM AbwMM Abw

 mit  0; Zt t 


 ,  0;B Bt T 


  (4.16) 

4.5 Statistische Toleranzanalyse 
Mit der vollständigen Formulierung der Schließmaßgleichung bieten sich dem Toleranzin-
genieur nun die Möglichkeiten einer Toleranzanalyse sowie einer -synthese (siehe Bild 
4.8). Liegt für den Mechanismus bereits ein vollständiges Toleranzkonzept vor, so ist es 
ratsam, die Auswirkungen dieser Toleranzen auf den Verlauf des Schließmaßes im Betrieb 
zu analysieren. Hierfür sind noch die folgenden Festlegungen zu treffen:  

 Festlegung der Toleranzen (Art und Größe) zur Begrenzung der i zufälligen Abwei-
chungen sowie der zugehörigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen (und ggf. erforder-
licher charakteristischer Kennwerte, wie des cpk-Werts für Normalverteilungen) 

 Vollständige Betriebsdauer TB des Mechanismus 

 Zyklusdauer tZ eines Bewegungszyklus (Hier gilt in der Regel, dass die Zyklusdauer 
gleich der Periodendauer TP der systematischen Abweichung mit der geringsten Pe-
riodendauer ist. Es gilt demnach: tZ = min (TP,j)) 

 Anzahl der Samples n für die Anwendung der modifizierten Toleranzanalyse-
Methode (Empfehlungen reichen von wenigen Tausend bis hin zu 100 000 Samples; 
Es zeigte sich in Vorarbeiten des Autors jedoch, dass bereits mit 10 000 Samples 
verlässliche und aussagekräftige Ergebnisse erzielt werden; siehe Kapitel 2.3.1.2) 

 Anzahl der Zeitschritte nsteps (Diese legt fest, wie häufig innerhalb einer Zyklusdau-
er eine Toleranzanalyse des Mechanismus im jeweils vorherrschenden Betriebszu-
stand durchgeführt wird. So habt sich bei rotierenden Mechanismen eine Diskreti-
sierung der Zeit, die einem Winkelschritt von 1° bis hin zu 5° entspricht etabliert.) 

4.5.1 Anwendung der modifizierten Toleranzanalyse-Methode 
Dem Toleranzingenieur stehen nun alle Informationen zur Verfügung, um die modifizierte 
Toleranzanalyse-Methode aus Kapitel 4.2.1 auf die zu analysierende Tolerierung anzuwen-
den. Hierbei werden zunächst n abweichungsbehaftete Mechanismen virtuell generiert, die 
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sich lediglich in den Abmessungen voneinander unterscheiden, welche einer Toleranz un-

terliegen. Anschließend ist der, in nsteps Schritte unterteilte zeitliche Verlauf eines Zyklus 

des Schließmaßes für jedes dieser n abweichungsbehafteten Mechanismen gemäß der zuvor 

formulierten Schließmaßgleichung (Gleichung (4.16)) zu berechnen [Stu11]. 

Die ermittelten Schließmaßwerte zu den (nsteps+1) betrachteten Zeitpunkten während der 

Zykluszeit tZ sind für einen fiktiven Mechanismus für n = 4 Samples in Bild 4.20 gezeigt. 

 

Bild 4.20: Mögliches Ergebnis der Toleranzanalyse-Methode: Zeitlicher Verlauf des Schließ-

maßes eines fiktiven Mechanismus (für tZ = 20 s, nsteps = 20 und n = 4) 

4.5.2 Bestimmung, Repräsentation und Interpretation der Ergebnisse 

Sowohl Toleranzanalyse als auch Toleranzsynthese schließen mit der Bestimmung und 

Repräsentation der erforderlichen Ergebnisse, um die Auswirkungen der zufälligen und 

systematischen Abweichungen auf das Bewegungsverhalten des Mechanismus effektiv 

beurteilen zu können. Während bei statischen (nicht-bewegten) Systemen die Darstellung 

der Schließmaßverteilung in Form eines Histogramms genügt, ist dies für zeitabhängige 

Mechanismen und deren Schließmaße nicht mehr ausreichend. Bereits 1969 schlugen des-

halb GARRETT und HALL das sogenannte „mobility band“ vor, innerhalb dessen sich zu 

jedem Zeitpunkt des Bewegungszyklus stets alle, zuvor berechneten Schließmaß-Werte der 

n Samples befinden [Gar69]. Es entspricht somit der Konvexen Hülle der Schließmaßver-

läufe aller n Samples. Diese Darstellung erlaubt jedoch keine Rückschlüsse auf die Wahr-

scheinlichkeit, mit welcher zu einem definierten Zeitpunkt der Bewegung ein bestimmter 

Schließmaßwert auftritt. STUPPY begegnet in ihren Arbeiten [Stu10, Stu11] diesem Mangel 

durch die Erweiterung des bewährten Histogramms um die zusätzliche Dimension „Zeit t“. 

Damit ist sowohl der zeitliche Schließmaßverlauf als auch die resultierende Häufigkeitsver-
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teilung des Schließmaßes zu jedem Zeitpunkt der Bewegung einfach und intuitiv ersicht-

lich. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird somit ebenfalls auf das zeitabhängige Histo-

gramm nach STUPPY zurückgegriffen. 

Auf weiterführende Ausführungen bzgl. der Bestimmung und Repräsentation der Ergebnis-

se einer Toleranzanalyse wird an dieser Stelle zunächst verzichtet. Vielmehr wird dies in 

Kapitel 4.8 nochmals aufgegriffen und anhand einer Empfehlung zur Ergebnisvisualisie-

rung und Dokumentation statistischer Toleranzsimulationen detailliert diskutiert. 

4.6 Wirtschaftliche Beurteilung anhand des WALTER-HILLER-Diagramms 

Kann mit der Toleranzanalyse nun quantifiziert werden, welche Auswirkungen die verge-

benen Toleranzen auf das Schließmaß eines abweichungsbehafteten Systems haben, so ist 

hiermit dennoch keine Beurteilung der Kostenoptimalität der analysierten Tolerierung mög-

lich. Der Toleranzingenieur kann demnach gegenwärtig nicht beantworten, ob die beste-

hende Tolerierung bereits kostenoptimal (und damit zufriedenstellend) ist oder noch Poten-

tial zur Einsparung von Fertigungskosten und damit weiterer Handlungsbedarf (z. B. Modi-

fizierungen der Tolerierung oder Toleranzsynthese) besteht. Mit dem Ziel, dem Toleranzin-

genieur ein einfaches und zugleich aussagekräftiges Werkzeug an die Hand zu geben, um 

die Kostenoptimalität einer bestehenden Tolerierung zu beurteilen, wurde im Rahmen der 

vorliegenden Arbeit das WALTER-HILLER-Diagramm entwickelt. 

Die Beurteilung der Kostenoptimalität einer Tolerierung ist nur möglich, wenn die charak-

teristischen Eigenschaften einer kostenminimalen Tolerierung bekannt sind. Hierzu hat der 

Autor in einer Vielzahl an Toleranzsimulationen die Auswirkungen der Toleranzvergabe 

auf die Kostenoptimalität untersucht und nachfolgende Hypothese abgeleitet sowie die Hy-

pothese in [Hil15] belegt: 

 Ktotal (T1, …,Ti) = minimal wenn 
, $,i iBL BL   für  1;i n  (4.17) 

bzw. in Worten: 

„Die kostenoptimale Tolerierung eines statischen Systems zeichnet sich dadurch aus, dass 

für jede der n zufälligen Toleranzen Ti der zugehörige statistische Beitragsleister zur 

Streuung BLσ,i und der zugehörige Beitragsleister zu den Fertigungskosten BL$,i den glei-

chen Zahlenwert annehmen“ 

Zur einfachen Anwendung dieser Erkenntnis schlägt der Autor eine Visualisierung in Form 

des WALTER-HILLER-Diagramms vor. Hierbei wird der Beitragsleister zur Streuung BLσ,i 

über den Beitragsleister zu den Fertigungskosten BL$,i aufgetragen. Jeder Toleranz lässt 

sich somit ein Punkt im Diagramm zuordnen, anhand derer die Kostenoptimalität beurteilt 
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werden kann. Bild 4.21 zeigt das WALTER-HILLER-Diagramm für eine nicht kostenoptimale 

(links) sowie für eine kostenoptimale Tolerierung (rechts). 

 

Bild 4.21: WALTER-HILLER-Diagramm zur Beurteilung der Kostenoptimalität einer Tolerie-

rung (bestehend aus fünf Toleranzen T1 bis T5) nach [Hil15] 

Hierbei zeichnet sich eine kostenoptimale Tolerierung dadurch aus, dass die Punkte aller 

zufälligen Toleranzen auf der Winkelhalbierenden des Diagramms – fortan als WALTER-

HILLER-Diagonale bezeichnet – liegen. Demnach ist die Tolerierung, deren zugehöriges 

WALTER-HILLER-Diagramm in Bild 4.21 (rechts) gezeigt ist, bereits kostenoptimal. Der 

Toleranzingenieur kann somit einfach und nachvollziehbar folgern, dass weitere Maßnah-

men zur Optimierung der bestehenden Tolerierung nicht mehr erforderlich sind. Der beste 

Kompromiss des oft zitierten Toleranzkonflikts „so weit wie möglich, so eng wie nötig“ ist 

damit schnell und einfach zu identifizieren. Der erforderliche Beitragsleister zu den Ferti-

gungskosten BL$,i berechnet sich für mi = 0 hierbei gemäß  
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
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wobei Kvar,i den variablen Kosten, ki dem Kostenkoeffizient der i-ten Toleranz und Kvar,ges 

der Summe des Produkts dieser Werte für alle n zufälligen Toleranzen Ti entsprechen. Die 

Zusammensetzung und Berechnung von Kvar,i ist Gleichung (2.34) zu entnehmen. 

Während bei statischen Systemen sowohl die Beurteilung der wirtschaftlichen Auswirkun-

gen einer Tolerierung als auch die Identifikation der kostenoptimalen Tolerierung stets ein-

deutig möglich sind, ist dies für Mechanismen, deren Einzelteile üblicherweise zeitabhän-

gigen Relativbewegungen unterliegen, nicht mehr uneingeschränkt möglich. Dennoch er-

laubt das WALTER-HILLER-Diagramm auch für Mechanismen, zumindest die Beurteilung 

BL$,i

BLσ,i

0% 10% 20% 30%

10%

20%

30%

0%

T1

T2

T3

T4

T5

Nicht kostenoptimale Tolerierung

BL$,i

BLσ,i

0% 10% 20% 30%

10%

20%

30%

0%

T1

T2

T3

T4

T5

Kostenoptimale Tolerierung

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


Konzept zur Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen 111 

der Wirtschaftlichkeit einer bestehenden Tolerierung zu analysieren und damit die Identifi-

kation sinnvoller Modifikationen einer bestehenden Tolerierung. 

So führt das zeitabhängige Bewegungsverhalten eines Mechanismus dazu, dass sich die 

Linearitätskoeffizienten αi und damit auch die Auswirkungen der zufälligen Toleranzen auf 

das Schließmaß während der Bewegung mitunter signifikant ändern. Die zugehörigen sta-

tistischen Beitragsleister BLσ,i dieser Toleranzen sind demnach zeitabhängige Kenngrößen. 

Hingegen zeigen die Beitragsleister zu den Fertigungskosten BL$,i dieser Toleranzen auch 

für Mechanismen keine Zeitabhängigkeit und sind demnach weiterhin konstant. Bild 4.22 

zeigt das WALTER-HILLER-Diagramm für eine nicht-kostenoptimale Tolerierung eines Me-

chanismus (bestehend aus fünf zufälligen Toleranzen T1 bis T5). 

 

Bild 4.22: WALTER-HILLER-Diagramm der Tolerierung eines zeitabhängigen Mechanismus 

(Die Punkte entsprechen vier diskreten Zeitpunkten während der Bewegungsdauer) 

Das WALTER-HILLER-Diagramm erlaubt es dem Toleranzingenieur, auch für Mechanismen 

sinnvolle Modifikationen der Tolerierung abzuleiten. So ist die wirtschaftliche Relevanz 

der Toleranzen T3 und T5 wesentlich größer als deren technische Relevanz (BL$,i > BLσ,i), 

während die Toleranzen T2 und T4 wirtschaftlich von untergeordneter, technisch jedoch von 

wesentlicher Bedeutung sind. Eine Modifikation der Tolerierung sollte demnach sowohl die 

Aufweitung der Toleranzen T3 und T5 (zur Kostenreduktion) als auch die Einschränkung 

der Toleranzen T2 und T4 (zur Reduktion der Schließmaßstreuung) in Erwägung ziehen. 

Abschließend ist noch hervorzuheben, dass bereits anhand der zeitunabhängigen Toleranz 

T5 im WALTER-HILLER-Diagramm die Kostenoptimalität der bestehenden Tolerierung ein-

deutig widerlegt werden kann, da deren zugehöriger Punkt nicht auf der WALTER-HILLER-

Diagonale liegt. Somit ist bereits hierdurch unbestreitbar, dass Potentiale zur wirtschaftli-

chen Optimierung der Tolerierung bestehen. 
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4.7 Statistische Toleranzoptimierung 

Es würde überraschen, wenn bereits der erste Vorschlag einer Tolerierung eines Mecha-

nismus minimale Fertigungskosten aufweist. Vielmehr ist damit zu rechnen, dass selbst 

eine, über Jahre und Produktgenerationen bewährte Tolerierung mitunter noch beachtliches 

Potential zur Kostenreduzierung durch die Optimierung der Toleranzen birgt. Demnach ist 

die rechnerunterstützte Toleranzsynthese ein probates Mittel, um eine Tolerierung hinsicht-

lich ihrer technischen und wirtschaftlichen Auswirkungen zu optimieren. 

Hierbei stellt jedoch insbesondere die Zeitabhängigkeit eines Mechanismus den Toleran-

zingenieur bei der Anwendung der statistischen Toleranzsynthese vor neue Herausforde-

rungen. Bild 4.23 zeigt das Ergebnis einer statistischen Toleranzanalyse, die zeitabhängige 

Häufigkeitsverteilung eines Schließmaßes während einer definierten Zyklusdauer tZ. So 

liegen zu jedem Zeitpunkt t verschiedene Häufigkeitsverteilungen des Schließmaßes und 

damit sich fortwährend ändernde Situationen bzgl. der Einhaltung bzw. Verletzung der ge-

gebenen unteren und oberen Spezifikationsgrenzen (USG und OSG) vor. Die Ableitung der 

erforderlichen Modifikationen bzw. gar die Identifikation der kostenoptimalen Tolerierung 

ist somit selbst für einen erfahrenen Toleranzingenieur nicht mehr ohne geeignete Rechner-

unterstützung möglich. 

 

Bild 4.23: Zeitabhängige Häufigkeitsverteilung eines Schließmaßes verletzt die untere und 

obere Spezifikationsgrenze (USG = -0,11°, OSG = 0,0°) nach [Wal14a] 

Demzufolge sieht die methodische Vorgehensweise zur Toleranzanalyse und -synthese ab-

weichungsbehafteter Mechanismen (nach Bild 4.8) hier den Einsatz der statistischen Tole-

ranzoptimierung zur Lösung des jeweiligen Toleranzproblems und zur Identifikation der 
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optimalen Tolerierung mittels numerischer Optimierungsalgorithmen vor. Im Folgenden 

wird auf die hierbei zu durchlaufenden Schritte näher eingegangen. 

4.7.1 Formulieren des Toleranz-Optimierungsproblems  

Die Optimierungsrechnung zielt darauf ab, den bestmöglichen Kompromiss zwischen zwei 

konkurrierenden, zumeist gegenläufigen Anforderungen zu identifizieren. Im Falle der sta-

tistischen Toleranzsynthese stehen hierbei üblicherweise technische und wirtschaftliche 

Anforderungen in direkter Konkurrenz (Bild 4.24, links). Der Toleranzingenieur steht somit 

vor der verantwortungsvollen Aufgabe, die Tolerierung der Einzelteile des Mechanismus zu 

identifizieren, welche diesen gestellten Anforderungen bestmöglich entspricht. 

 

Bild 4.24: Verbildlichung des Nutzens einer Toleranzoptimierung für ein fiktives System mit 

einer Toleranz T (links); Möglichkeit zur Modifikation der Breite und der Lage des 

Toleranzfeldes zur Optimierung der Tolerierung (rechts) 

Hierbei ist für die weiteren Ausführungen dieser Arbeit wesentlich, dass der Toleranzinge-

nieur neben den eigentlichen Toleranzen Ti zumeist auch die Lage der Toleranzfelder bzgl. 

der jeweiligen Nennmaße der abweichungsbehafteten Abmessungen durch mögliche Mit-

telwertverschiebungen MSTi modifizieren kann. 

Als Beispiel sei hier die Änderung der Tolerierung des Durchmessers einer Welle von 

D = 1

130

  auf 2

130

  anzuführen (Bild 4.24, rechts). Hierbei wurden sowohl die Breite 

der Toleranz (von TD = 2 mm auf TD = 1 mm) geändert als auch das Toleranzfeld um die 

Mittelwertverschiebung MSD = +1,5 mm gegenüber dem Nennmaß ND = 30 mm verscho-

ben. Ausnahmen bilden ausgewählte Form- und Lageabweichungen. So erlaubt die Positi-

onstoleranz aufgrund der zugehörigen einseitigen Toleranzzone keine Mittelwertverschie-

bung, da diese stets den unteren Grenzwert „0“ mit einschließt. Demnach sind, je nach vor-

liegender Toleranzart, die Größe und Lage des Toleranzfeldes als zu optimierende Größen 

in die Toleranzoptimierung miteinzubeziehen. 
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Nachfolgend werden drei ausgewählte Zielkonflikte zwischen konkurrierenden Anforde-
rungen vorgestellt und das jeweils zugehörige Toleranz-Optimierungsproblem sowohl ver-
bal als auch mathematisch formuliert. 

Es sei angemerkt, dass in Folge des Axioms der Fertigungsungenauigkeit [Sri05] stets und 
damit unabhängig von der Formulierung des Toleranz-Optimierungsproblems gilt: Ti > 0.  

4.7.1.1 Szenario 1: Toleranz-Kosten-Optimierung  

Die Toleranz-Kosten-Optimierung nach [Wal13c, Wal15b] ermöglicht die Lösung des 
meistbenannten Zielkonflikts bei der Vergabe von Toleranzen. Hierbei steht das Ziel, die 
Minimierung der aus der Tolerierung resultierenden Fertigungskosten der Forderung ge-
genüber, gleichzeitig möglichst wenig Ausschuss bzw. Nacharbeit zu verursachen 
[Rom12]. Adaptiert auf zeitabhängige Mechanismen, lässt sich das zugrundeliegende Tole-
ranz-Optimierungsproblem in Worten wie folgt formulieren: 

„Die resultierenden Fertigungskosten Ktotal sollen so gering als möglich sein, wobei eine 
definierte Ausschussrate c nicht überschritten werden darf. Als Ausschuss gilt ein Mecha-
nismus, wenn dessen Schließmaßverlauf zu mindestens einem Zeitpunkt des vollständigen 

Bewegungszyklus (mit der Dauer tZ) die gegebenen Spezifikationsgrenzen verletzt.“ 

Es folgt demnach die mathematische Formulierung: 

 min ( , )total i TiK T MS  (4.19) 

unter der Nebenbedingung  ( ( , , , ) 1
OSG

i Ti B
USG

SM T MS t t dx c    für alle  0, Zt t . (4.20) 

Hierbei beschreiben USG und OSG die untere bzw. die obere Spezifikationsgrenze, ρ die 
Wahrscheinlichkeitsdichte des Schließmaßes, c die zulässige Ausschussrate, Ti die Breite 
des Toleranzfeldes der i-ten zufälligen Toleranz und MSTi eine mögliche Mittelwertver-
schiebung dieses Toleranzfeldes. Die Fertigungskosten Ktotal sind hierbei gemäß 

 
1 1 ( )

( ) ( )
Ti

n n

total i i i
i i K MS

K K T m MS T
 

   
( )

( ) ( )total i i i( ) ( )total i i i( ) ( )
K MS( )K MS( )

( ) ( )K K T m MS T( ) ( )( ) ( )total i i i( ) ( )K K T m MS T( ) ( )total i i i( ) ( )( ) ( )K K T m MS T( ) ( )  ( ) ( )K K T m MS T( ) ( )( ) ( )total i i i( ) ( )K K T m MS T( ) ( )total i i i( ) ( )  ( ) ( )total i i i( ) ( )K K T m MS T( ) ( )total i i i( ) ( )  (4.21) 

die Summe der Kosten zur Einhaltung der i zufälligen Toleranzen und der Kosten K(MSTi), 
welche durch eine Mittelwertverschiebung der i-ten Toleranz verursacht werden. Der Ge-
wichtungsfaktor mi quantifiziert somit die wirtschaftlichen Auswirkungen möglicher Mit-
telwertverschiebungen von zufälligen Toleranzen, die beispielsweise auf zusätzliche Ferti-
gungsschritte oder erhöhten Materialeinsatz zurückzuführen sind. Zur Festlegung der Kos-
ten K(MSTi) eignen sich insbesondere TAGUCHIs Qualitätsverlustfunktionen nach [Tag05, 
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Sam09a]. Diese finden Anwendung, um die finanziellen Konsequenzen der Abweichung 

eines Maßes von dessen angestrebten Soll-Wert zu quantifizieren. 

4.7.1.2 Szenario 2: Funktionsfähigkeitsoptimierung 

Die Funktionsfähigkeitsoptimierung trägt dem Qualitätsgedanken nach TAGUCHI Rechnung. 

TAGUCHI beschreibt mit der Qualitätsverlustfunktion, dass jede Abweichung eines Maßes 

vom angestrebten Soll-Wert – sei diese auch noch so gering – mit einem finanziellen Ver-

lust einhergeht. Demnach strebt TAGUCHIs Verständnis zu Produkten mit möglichst gerin-

gen Abweichungen. Adaptiert auf zeitabhängige Mechanismen, lässt sich nach [Rom12] 

das zugrundeliegende Toleranz-Optimierungsproblem in Worten wie folgt formulieren: 

„Die Abweichung des Schließmaßes während der vollständigen Betriebsdauer TB aller n 

gefertigten Mechanismen soll zu jedem Zeitpunkt der Bewegung so gering als möglich sein, 

wobei die resultierenden Fertigungskosten Ktotal eine definierte Kostengrenze Kmax nicht 

überschreiten dürfen.“ 

Es folgt demnach die mathematische Formulierung: 

 
ideal

1 0

min ( , , , ) ( , )
Ztn

k i Ti B B

k

SM T MS t t SM t t dt


 
 

  
   (4.22) 

 unter der Nebenbedingung 
maxtotalK K . (4.23) 

Hierbei beschreibt, tZ die Zyklusdauer der Bewegung, n die Anzahl an Samples, SMk den 

zeitlichen Verlauf des Schließmaßes für den k-ten Sample (siehe Bild 4.20) und SMideal den 

zeitlichen Schließmaßverlauf des Mechanismus der keinen Abweichungen unterliegt. Die 

Bestimmung der Fertigungskosten Ktotal erfolgt hier ebenfalls gemäß Gleichung (4.21). 

Die in Gleichung (4.22) formulierte Zielfunktion des Optimierungsproblems stellt lediglich 

eine Möglichkeit dar, das zuvor genannte Toleranz-Optimierungsproblem mathematisch zu 

interpretieren. So ist derzeit beispielsweise keine mathematische Operation vorgesehen, 

welche Schließmaße, die vergleichsweise stark vom angestrebten Soll-Schließmaß abwei-

chen, überproportional gewichtet. Die Möglichkeit dies zu ergänzen, ist jedoch in Form der 

Summierung der Schließmaßdifferenzen in Gleichung (4.22) bereits gegeben. 

4.7.1.3 Szenario 3: Lebensdauergetriebene Toleranzoptimierung 

Die Lebensdauergetriebene Toleranzoptimierung ist eine Erweiterung der Toleranz-

Kosten-Optimierung. Hierbei rückt jedoch das zeitliche Verhalten des Schließmaßes von 

der Inbetriebnahme bei tB = 0 s bis hin zum Erreichen der vollständigen Betriebsdauer TB in 

den Fokus der Betrachtungen. Grundlegend ist hier die Sichtweise, dass durch die Tolerie-
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rung die Funktionsfähigkeit des Mechanismus innerhalb der, vom Hersteller gesetzten Le-

bensdauer sichergestellt sein muss. Wird hingegen das Produkt über dessen angedachte 

Lebensdauer hinaus genutzt, so muss die Funktionsfähigkeit des Produktes nicht mehr 

zwingend gegeben sein. Dies mag dem Leser zunächst an die oftmals verrufenen Strategien 

der geplanten Obsoleszenz [Röp75] erinnern. Dennoch verinnerlicht diese Sichtweise die 

Grundregel einer „einfachen, eindeutigen und sicheren Konstruktion“ [Fel07], da hierdurch 

innerhalb der kommunizierten Lebensdauer nachweislich ein komplikationsfreier Betrieb 

des Produktes möglich ist. Adaptiert auf zeitabhängige Mechanismen, lässt sich das zu-

grundeliegende Toleranz-Optimierungsproblem in Worten wie folgt formulieren: 

„Die resultierenden Fertigungskosten Ktotal sollen so gering als möglich sein, wobei eine 

definierte Ausschussrate c* innerhalb der festgelegten Lebensdauer LB nicht überschritten 

werden darf. Als Ausschuss gilt ein Mechanismus, wenn dessen Schließmaßverlauf zu min-

destens einem Zeitpunkt des vollständigen Bewegungszyklus (mit der Dauer tZ) die gegebe-

nen Spezifikationsgrenzen (USG und OSG) verletzt.“ 

Es folgt demnach die mathematische Formulierung: 

 min ( , )total i TiK T MS  (4.24) 

unter der Nebenbed.  ( ( , , , ) 1 *

OSG

i Ti B

USG

SM T MS t t dx c    für  0, Zt t ,  0,B Bt L . (4.25) 

Hierbei beschreiben USG und OSG die untere bzw. die obere Spezifikationsgrenze, ρ die 

Wahrscheinlichkeitsdichte des Schließmaßes SM, c* die zulässige Ausschussrate innerhalb 

der Lebensdauer LB, Ti die Breite des Toleranzfeldes der i-ten zufälligen Toleranz und MSTi 

eine mögliche Mittelwertverschiebung dieses Toleranzfeldes. Die Fertigungskosten Ktotal 

sind hierbei gemäß Gleichung (4.21) zu ermitteln. 

Die lebensdauergetriebene Toleranzoptimierung kann somit für die Entwicklung von Pro-

dukten verschiedenster Branchen und Anwendungsfelder von großem Nutzen sein. Ein 

Blick in gegenwärtige politische Entscheidungen bzgl. eines nachhaltigen Kraftfahrzeug-

verkehrs verdeutlicht dies. So fordert das California Air Resources Board zur Erteilung des 

Emissionslevels SULEV, dass ab 2022 alle Neufahrzeuge bestimmte Emissionsgrenzwerte 

innerhalb einer Betriebsdauer bzw. Laufleistung von 150 000 Meilen (241 401,6 km) ein-

halten müssen [Bas07b]. Die uneingeschränkte Funktionsfähigkeit des gesamten Fahrzeugs 

und damit auch zwingendermaßen aller verwendeten (emissionsrelevanten) Komponenten 

sind demnach wenigstens für diese Laufleistung – und dies zudem unter dem Einfluss von 

zufälligen und systematischen Abweichungen aller Komponenten – sicherzustellen. 
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4.7.2 Lösung des Toleranz-Optimierungsproblems 

Mit der vollständigen Formulierung des Toleranz-Optimierungsproblems kann dies nun 
auch bereits anhand numerischer Optimierungsalgorithmen gelöst und damit die optimale 
Tolerierung der Einzelteile des Mechanismus identifiziert werden. Hierzu ist den Algorith-
men ein Vektor zu übergeben, dessen Einträge gemäß Bild 4.24 die zu optimierenden Grö-
ßen, also die Breiten der zufälligen Toleranzen Ti sowie etwaige Mittelwertverschiebungen 
MSTi der Mittenwerte CTi dieser Toleranzen, umfassen. Bild 4.25 zeigt ein abweichungsbe-
haftetes Filmgreifergetriebe, dessen Einzelteile zwei Maßtoleranzen sowie einer Positions-
toleranz unterliegen sowie den resultierenden, fortan als Optimierungsvektor bezeichneten 
Vektor 

optvv . Hierbei ist zu beachten, dass lediglich die beiden Maßtoleranzen T1 und T2 Mit-
telwertverschiebungen MST1 bzw. MST2 unterliegen können, während die Positionstoleranz 
(da einseitig mit dem Wert 0 begrenzt) keine Mittelwertverschiebung erlaubt. 

 

Bild 4.25: Tolerierung eines Filmgreifergetriebes mit zugehörigem Optimierungsvektor 

4.7.2.1 Empfehlungen zur Festlegung erforderlicher Kennwerte des Optimierungsproblems 

Jede der drei vorgestellten Formulierungen des Optimierungsproblems erfordert (egal ob in 
der Zielfunktion oder der Nebenbedingung) die Berechnung des Schließmaßverlaufs für n 
Samples. Hierfür wird die bereits vorgestellte statistische Toleranzanalyse für abwei-
chungsbehaftete Mechanismen herangezogen. Folglich sind auch all die Kennwerte festzu-
legen, welche zu Beginn einer statistischen Toleranzanalyse zu definieren sind. Nachfol-
gend werden Empfehlungen für diese Kennwerte gegeben, die sich u. a. auf die Erfahrun-
gen des Autors in zahlreichen rechnerunterstützten Toleranzoptimierungen stützen. Den-
noch sei darauf hingewiesen, dass diese selbstredend nicht universelle Gültigkeit besitzen. 
Vielmehr sind diese als eine Grundlage für weitere, problemspezifische Anpassungen zu 
verstehen. 

 Die Häufigkeitsverteilungen aller i zufälligen Toleranzen sind zu definieren. Zu-
fällige Fertigungsabweichungen einer Serienfertigung werden in der Regel durch 
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Normalverteilungen beschrieben [Kle07], wobei die Toleranzbreite hier zumeist das 

6- bzw. 8-fache der Standardabweichung (6σ, 8σ) beträgt. Weitere Verteilungsfor-

men, wie etwa die Trapezverteilung empfehlen sich für Fertigungsprozesse, die mit 

verstärktem Werkzeugverschleiß einhergehen. Ein Sonderfall stellt die Betragsnor-

malverteilung [Leo61] dar, welche insbesondere der Beschreibung von einseitig be-

grenzten Form- und Lageabweichungen (z. B. Rund- und Planlauf, Ebenheit) die-

nen. Gleichverteilungen hingegen empfehlen sich (als konservative Annahme) ins-

besondere dann, wenn keine fundierte Festlegung der zu erwartenden Verteilungs-

form möglich erscheint. 

 Die Anzahl der Samples n ist nahezu direkt proportional zum numerischen Auf-

wand der Toleranzanalyse. Demnach ist insbesondere die Festlegung der Sample-

zahl von weitreichender Bedeutung für die Qualität der Lösung [Wal14b]. Somit 

sollten zu Beginn statistischer Toleranzoptimierungen zunächst Voruntersuchungen 

bei vergleichsweise geringen Samplezahlen (Größenordnung 10²) erfolgen. Bei zu-

friedenstellendem Ressourceneinsatz kann anschließend die Samplezahl in der Tole-

ranzanalyse sukzessive erhöht werden, wobei sich eine Samplezahl nideal von 10 000 

zumeist als ausreichend erwiesen hat [Wal14a, Wal15b]. 

 Die Festlegung der zeitlichen Diskretisierung eines Bewegungszyklus geht stets 

mit einem Informationsverlust einher, da über das kinematische Verhalten des Me-

chanismus zwischen zwei diskreten Zeitpunkten keine Aussage getroffen werden 

kann. Folglich muss der Toleranzingenieur durch eine ausreichend feine zeitliche 

Diskretisierung und damit genügend Zeitschritte sicherstellen, dass keine signifi-

kanten Effekte (Lastspitzen und -wechsel, Kollisionen von Einzelteilen etc.) aus der 

Toleranzbetrachtung ausgeschlossen werden. Insbesondere bei rotatorischen Me-

chanismen haben sich hierbei Schrittweiten von 1° bis 5° bewährt [Wal09, Stu11].  

 Die Wahl der Toleranzanalyse-Methode ist in der vorliegenden Arbeit bereits mit 

Entwicklung der modifizierten Toleranzanalyse-Methode für abweichungsbehaftete 

Mechanismen (Kapitel 4.2.1) getroffen. Dennoch ist die Entscheidung, ob die statis-

tische Toleranzanalyse von Nöten oder doch eine Worst-Case-Betrachtung ausrei-

chend ist, stets aufs Neue vom Toleranzingenieur zu treffen. Die Wahl der modifi-

zierten Toleranzanalyse-Methode geht zudem mit der Notwendigkeit einher, die Pe-

riodendauer TPi aller i zufälligen Toleranzen, die Zyklusdauer tZ sowie die vollstän-

dige Betriebsdauer TB und ggf. die Lebensdauer LB zu definieren. 

Neben der Festlegung von Kennwerten für die Toleranzanalyse sind weitere Kennwerte und 

zusätzliche Informationen zur Vervollständigung des Optimierungsproblems, u. a. für die 
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Bestimmung der resultierenden Fertigungskosten Ktotal bereitzustellen. Hierbei sollen dem 

Toleranzingenieur die nachfolgenden Empfehlungen zur Orientierung dienen: 

 Die Entwicklung der Toleranz-Kosten-Modelle aller i zufälligen Toleranzen hat 

signifikanten Einfluss auf die resultierende optimale Tolerierung und sollte folglich 

auf Basis einer ausreichend großen und abgesicherten Datenbasis erfolgen. Jedoch 

sind eben gerade Informationen über die finanziellen Aufwendungen, welche zur 

Einhaltung einer gewissen Fertigungstoleranz aufzubringen sind, in Unternehmen 

oftmals nicht bzw. nicht in ausreichendem Maße vorhanden. Dies überrascht, da an-

dererseits rund 67 % der Unternehmen Toleranzprobleme bereits dokumentieren 

[Hil12]. Erschwerend kommt hinzu, dass die Forschung der Entwicklung fundierter 

Toleranz-Kosten-Modelle für den gegenwärtigen Stand des technisch Machbaren 

kaum Aufmerksamkeit schenkt. Vielmehr berufen sich auch aktuelle Forschungsar-

beiten zur Toleranzsynthese auf Arbeiten (z. B. [Han63]), die zumeist bereits mehre-

re Jahrzehnte alt sind und mitunter bereits durch den technischen Fortschritt über-

holt wurden. Allerdings kann ein reziproker Zusammenhang zwischen Kosten und 

Toleranzen stets angenommen werden, weshalb im Zweifelsfall der Einsatz der To-

leranz-Kosten-Modelle nach SUTHERLAND et al. (Kapitel 2.4.1) zu empfehlen ist. 

 Der Gewichtungsfaktor mi der Mittelwertverschiebung beschreibt u. a. Mehrkosten 

aufgrund eines gestiegenen Materialeinsatzes oder zusätzlicher Aufwände zur Aus-

richtung der Einzelteile bei Fertigung und Montage. Die mathematische Beschrei-

bung dieser Kosten ist anhand der verschiedenen Qualitätsverlustfunktionen nach 

TAGUCHI äußerst effizient möglich, wobei zunächst von der klassischen, nominal-

the-best-Verlustfunktion ausgegangen werden sollte. Der Einsatz einseitiger Ver-

lustfunktionen (z. B. smaller-the-better und larger-the-better [Sam09b]) kann je-

doch ebenfalls sinnvoll sein und ist demnach individuell abzuwägen. Sind hingegen 

keine Mehraufwände durch mögliche Mittelwertverschiebungen zu erwarten, so 

folgt gemäß [Wal13c] für den Gewichtungsfaktor mi = 0. 

 Die Festlegung der zulässigen Ausschussquote c bzw. c* ist in Übereinstimmung 

mit den etablierten und weltweit anerkannten Sigma-Qualitätsniveaus zu treffen. 

Diese benötigen zum einen kaum mehr einer Erklärung aufgrund ihrer allgegenwär-

tigen Präsenz im Maschinenbau. Zum anderen fordert bereits eine Vielzahl von 

Herstellern die Einhaltung gewisser Qualitätsstandards (allen voran  6σ) von ihren 

Zulieferern [Cho03]. Demnach kann der Toleranzingenieur bereits bei der Toleranz-

simulation die Einhaltung dieser Festforderungen sicherstellen. Üblich sind hierbei 

folgende Ausschussraten: 0,27 % ( 3σ), 0,0063 % ( 4σ) und 2e-7 % ( 6σ) [Six15]. 
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 Die untere und obere Spezifikationsgrenze beschreiben die maximal zulässige 

Abweichung des Schließmaßes von dessen Nennmaß zu jedem Zeitpunkt der Be-

wegung. Diese Grenzen folgen sowohl aus funktionalen Anforderungen an den Me-

chanismus (z. B. maximale Schwankung des Verdichtungsverhältnisses eines Ver-

brennungsmotors) als auch aus rein geometrischen Gegebenheiten, wie der Vermei-

dung von Kollisionen bewegter Einzelteile mit weiteren Einzelteilen des Mecha-

nismus benachbarter Baugruppen. Zur Formulierung der Spezifikationsgrenzen 

kann nachfolgende Frage beitragen: Um welche Beträge darf das Schließmaß zu je-

dem Zeitpunkt der Bewegung nach oben und nach unten abweichen? 

 Numerische Optimierungsalgorithmen sind iterative Verfahren. Hieraus erwächst 

die Notwendigkeit, die gestellten Anforderungen an die Güte der identifizierten Lö-

sung in Form eines Abbruchkriteriums zu formulieren. Unterschreiten die Ände-

rungen von Zielfunktion und Nebenbedingung von Iteration zu Iteration definierte 

Grenzwerte cZiel und cNeben (und dies mg-mal in Folge), so wird die Optimierung als 

erfolgreich beendet und die gegenwärtige Lösung als die optimale Tolerierung aus-

gegeben. In der Annahme der Einheit mm für Maße und Toleranzen sind die 

Grenzwerte cZiel = 1e-6 €, cNeben = 1e-10 und die Anzahl der sog. Generationen (sie-

he Kapitel 2.4.2) mg = 100 zu empfehlen. Demnach wird eine Toleranzoptimierung 

als erfolgreich beendet, wenn innerhalb einer Iteration der Optimierung die erzielten 

Fertigungskosten nicht um mehr als 1e-6 € von Wert der vorhergehenden Iteration 

abweichen. Gleiches gilt für die Quantifizierung der Ausschussrate in der Nebenbe-

dingung, wobei hier die Genauigkeit bei cNeben = 1e-10 (bzw. cNeben = 1e-8 %) liegt. 

Trotz dieser vermeintlich hohen Genauigkeit ist die mehrfache Wiederholung der 

Toleranzoptimierung zur Beurteilung der Wiederholgenauigkeit der identifizierten 

Lösung durchaus angebracht, um die optimale Tolerierung abzusichern und ggf. ge-

zielt Verbesserungsmaßnahmen zu ergreifen. 

4.7.2.2 Besonderheiten beim Einsatz lokaler und globaler Optimierungsalgorithmen 

In Abhängigkeit des gewählten lokalen oder globalen Optimierungsalgorithmus sind noch 

zusätzliche Festlegungen und Einstellungen bezüglich des Suchraums erforderlich, um das 

Optimierungsproblem vollständig zu formulieren und damit adäquat lösen zu können. 

 Der Suchraum wird durch all jene Größen aufgespannt, die als Einträge im Opti-

mierungsvektor zu finden sind. Da globale Algorithmen und hierbei insbesondere 

metaheuristische Ansätze den vollständigen Suchraum für die Suche der optimalen 

Tolerierung nutzen, sind die Grenzen jeder Dimension des Suchraums zwingend 

festzulegen. Hier ist es zweckmäßig, die Grenzen so auszulegen, dass ausreichend 
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große Intervalle verbleiben, innerhalb derer sowohl Mittelwertverschiebungen als 

auch die Aufweitung der Toleranzen möglich sind (siehe Bild 4.16). Idealerweise 

können die Streubereiche der zufälligen Toleranzen, wie sie bei der Entwicklung 

der Meta-Modelle für die systematischen Abweichungen festgelegt wurden, heran-

gezogen werden (Kapitel 4.4.2.2). Die Festlegung der Grenzen der Mittelwertver-

schiebungen hingegen muss individuell für jede zufällige Toleranz erfolgen. 

 Lokale Methoden basieren auf der sukzessiven Verbesserung einer Lösung in einer 

Vielzahl an Iterationen, führen jedoch nicht zwingend zum globalen Optimum. 

Demnach ist die mehrfache Durchführung der lokalen Optimierung mit variierenden 

Startpunkten anzuraten. Hierbei werden die Startpunkte einer gewissen Systematik 

(z. B. Statistischer Versuchsplan) folgend im Suchraum verteilt und anschließend 

von jedem definierten Startpunkt aus eine separate lokale Optimierung initiiert. 

Obwohl sich durch die Wahl von mOpt Startpunkten auch der numerische Aufwand 

auf das mOpt-fache erhöht, sind dennoch lokale Methoden den globalen Ansätzen im 

Punkto Rechenzeit meist überlegen. Nichtsdestotrotz ist selbst die Wahl einer gro-

ßen Anzahl an Startpunkten kein Garant für die Identifikation der global besten To-

lerierung. Empfohlen sei dem Toleranzingenieur zunächst eine Menge von zehn 

Startpunkten, die bei nicht zufriedenstellenden Ergebnissen in nachfolgenden Itera-

tionen sukzessive erhöht werden kann. 

Abschließend verbleibt dem Toleranzingenieur noch die Festlegung von Kennwerten, die 

für jeden Algorithmus individuell zu treffen sind. Exemplarisch sei hier, aufgrund ihrer 

Relevanz für die vorliegende Arbeit, die Festlegung der Populationsgröße des Schwarms im 

Rahmen der Partikelschwarm Optimierung kurz diskutiert. Die Population des Schwarms 

hat wesentlichen Einfluss auf die Effizienz der Optimierung. Eine zu geringe Anzahl an 

Partikeln kann mitunter dazu führen, dass gewisse Bereiche des Suchraums nur unzu-

reichend Beachtung finden und damit mitunter zu abrupten Änderungen der Geschwindig-

keitsvektoren der Partikel führen. Hingegen belegt TRELEA in Performanceanalysen der 

Partikelschwarm Optimierung, dass große Schwärme wesentlich mehr Iterationen erfor-

dern, um das Abbruchkriterium und damit die geforderte Konvergenz zu erfüllen [Tre03]. 

Vor diesem Hintergrund und auf Basis gesammelter Erfahrungen kann der Autor die Emp-

fehlung von 10 bis 50 Partikeln als zufriedenstellend im Rahmen statistischer Toleranzop-

timierungen aussprechen. 
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4.8 Ergebnisvisualisierung und Dokumentation statistischer Toleranzsimulati-

onen abweichungsbehafteter Mechanismen 

Sowohl die Toleranzanalyse als auch die Toleranzsynthese schließen mit der „Dokumenta-

tion und Visualisierung der Ergebnisse“ (Bild 4.8). Jedoch genießt die Ergebnisvisualisie-

rung, trotz ihrer herausragenden Relevanz für den Erfolg des Toleranzmanagements 

[Stu10], kaum Aufmerksamkeit in der Forschung. KROGSTIE und RIBA et al. sprechen sogar 

vom „Flaschenhals der richtigen Visualisierung“ der Ergebnisse statistischer Toleranzsi-

mulationen, welcher oftmals einem konstruktiven Miteinander der unterschiedlichen Do-

mänen eines Unternehmens im Wege steht [Rib08, Kro15a]. Von der mangelhaften Doku-

mentation der Toleranzsimulationen ganz zu schweigen. 

Demnach sieht der Autor, insbesondere da die Ergebnisse von Toleranzsimulationen zeit-

abhängiger Mechanismen deutlich umfangreicher ausfallen als von statischen Systemen, 

die Notwendigkeit einer systematischen und allumfassenden Ergebnisdokumentation 

und -visualisierung. Aufgrund der zu erwartenden umfangreichen Datenmengen, die bei der 

Toleranzanalyse (und um ein Vielfaches mehr bei der Toleranzoptimierung) erzeugt wer-

den, ist hierbei eine gezielte Ermittlung spezifischer Ergebnisgrößen unumgänglich. Im 

Folgenden wird zunächst der Vorschlag einer Ergebnisvisualisierung und Dokumentation 

statistischer Toleranzsimulationen namens Tol/Mech – insight gegeben. Anschließend folgt 

in Kapitel 4.8.1 die Diskussion, welche Ergebnisgrößen in welcher Darstellung für den To-

leranzingenieur von Bedeutung sind, um sowohl die gegebene Toleranzsituation objektiv 

beurteilen als auch um mit beteiligten Domänen detailliert und nachvollziehbar diskutieren 

zu können. 

4.8.1 Tol/Mech – insight 

Die vom Autor entwickelte Ergebnisvisualisierung und -dokumentation Tol/mech – insight 

[Pri14, Wal15a] wird im Folgenden anhand der Ergebnisse der statistischen Toleranzanaly-

se und -optimierung eines zeitabhängigen Mechanismus aus [Wal15b] aufgezeigt. Tol/mech 

– insight besteht aus vier Registerkarten, wobei sich die ersten beiden Registerkarten pri-

mär der Darstellung der Ergebnisse der statistischen Toleranzanalyse (Registerkarte „Aus-

gangssituation“, Bild 4.26) und der Toleranzoptimierung (Registerkarte „Optimierte Situa-

tion“, Bild 4.27) widmen. Die beiden verbleibenden beiden Registerkarten umfassen u. a. 

die Dokumentation der Formulierung der zugrundeliegenden Schließmaßgleichung (Bild 

4.28) sowie die Zusammenstellung der eingesetzten Ansätze und Methoden (Bild 4.29). 

Eine englischsprachige Version von Tol/mech – insight wird in [Wal15a] vorgestellt. 

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


Konzept zur Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen 123 

 

Bild 4.26: Tol/Mech – insight: Erste Registerkarte „Ausgangssituation“ nach [Wal15a] 
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Bild 4.27: Tol/Mech – insight: Zweite Registerkarte „Optimierte Situation“ nach [Wal15a] 
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Bild 4.28: Tol/Mech – insight: Dritte Registerkarte „Systeminformationen“ nach [Wal15a] 
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Bild 4.29: Tol/Mech – insight: Vierte Registerk. „Berechnungsinformationen“ nach [Wal15a] 
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4.8.2 Erläuterung der Umfänge von Tol/Mech – insight 

Die vier Registerkarten von Tol/Mech – insight zeigen den identischen Grundaufbau. Im 

dominierenden Hauptfeld finden sich die, für jede Registerkarte spezifischen Visualisierun-

gen. Neben dem Hauptfeld liegen eine dreidimensionale (und rotatorisch manipulierbare) 

Volumenvisualisierung (rechts oben) und die technische Skizze des Mechanismus ein-

schließlich der Kennzeichnung aller relevanten Abmessungen sowie der zufälligen und 

systematischen Abweichungen. Somit stehen dem Toleranzingenieur stets und unabhängig 

von der gegenwärtig geöffneten Registerkarte, die Darstellungen des Mechanismus zur 

Verfügung. 

Die erste Registerkarte „Ausgangssituation“ (Bild 4.26) stellt alle Ergebnisse der statisti-

schen Toleranzanalyse einer bereits bestehenden Tolerierung dar. In der tabellarischen Auf-

stellung (links oben) ist die vollständige Tolerierung aller abweichungsbehafteten Einzeltei-

le des Mechanismus gegeben. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen dieser zufälligen Tole-

ranzen sind übersichtlich dargestellt. Die Auswirkung jeder Toleranz auf die Fertigungs-

kosten ist ein wichtiges Bewertungskriterium. Demnach finden sich rechts oben sowohl die 

Angabe der gesamten Fertigungskosten als auch deren prozentuale Aufteilung auf die zufäl-

ligen Abweichungen des Mechanismus. Zentral ist das zeitabhängige Histogramm, welches 

den zeitlichen Verlauf der Häufigkeitsverteilung des Schließmaßes während des Bewe-

gungszyklus zeigt. Die Darstellung ist ebenfalls mittels Zoom und Rotation beliebig an-

passbar. Die Einhaltung der geforderten Grenzen lässt sich anhand der, im Histogramm 

dargestellten, unteren und oberen Spezifikationsgrenze (USG und OSG) und der Angabe 

der Ausschussrate eindeutig beurteilen. Zur detaillierten Analyse der Auswirkungen aller 

Abweichungen finden sich zudem die Darstellungen der statistischen Beitragsleister (zur 

Quantifizierung der Auswirkungen zufälliger Abweichungen) sowie der Beitragsleister zur 

Mittelwertverschiebung (zur Quantifizierung der Auswirkungen systematischer Abwei-

chungen). Außerdem berücksichtigen die soeben genannten Darstellungen der Beitragsleis-

ter bereits das Auftreten möglicher Wechselwirkungen 2., 3. und 4. Art. Die Wechselwir-

kungsmatrix ist in der Mitte des Hauptfeldes zu finden. Die unterschiedliche Farbgebung 

der vier Felder (für jede Art der Wechselwirkungen) gibt hierbei qualitativen Aufschluss 

über die Signifikanz der jeweiligen Art der Wechselwirkung. So sind im vorliegenden Fall 

insbesondere die Wechselwirkungen 3. Art anzuführen, die, wie ein genauerer Blick in das 

Diagramm der Beitragsleister zur Mittelwertverschiebung verrät, im Wesentlichen auf die 

Abweichung Def(t) zurückzuführen sind. Die Wechselwirkungen 1. Art können durch die 

qualitative Darstellung der Kovarianzmatrix identifiziert werden (siehe Kapitel 4.1.2.1). 

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


128 Konzept zur Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen 

Das, der Wechselwirkungsmatrix sowie der Kovarianzmatrix zugrunde liegende Farbsche-

ma ist Bild 4.30 zu entnehmen. 

 

Bild 4.30: Farbschema zur Darstellung der Wechselwirkungs- und der Kovarianzmatrix nach 

[Pri14] 

Die Registerkarte „Optimierte Situation“ (Bild 4.27) ermöglicht den Vergleich der Tolerie-

rung des Mechanismus vor und nach einer Toleranzoptimierung. Hierzu wird die tabellari-

sche Aufstellung der Toleranzen (links oben) um die optimierte Tolerierung, d. h. angepass-

te Toleranzen und mögliche Mittelwertverschiebungen, ergänzt. Weiterhin finden sich hier 

sowohl die gesamten Fertigungskosten sowie deren prozentuale Zusammensetzung vor und 

nach der Toleranzoptimierung (rechts oben). Neben dem dreidimensionalen Histogramm 

der bestehenden Tolerierung ist nun auch das resultierende Histogramm, welches aus der 

optimierten Tolerierung folgt, zu finden. Somit lassen sich oftmals bereits auf den ersten 

Blick die unterschiedlichen Auswirkungen der Tolerierungen vor und nach der Toleranzop-

timierung erkennen. Abschließend werden noch die Positionen aller zufälligen Toleranzen 

auf den Toleranz-Kosten-Modellen vor und nach der Toleranzoptimierung gekennzeichnet. 

Dies erlaubt es dem Toleranzingenieur, die „Entscheidungen“ des Optimierungsalgorith-

mus bestimmte Toleranzen aufzuweiten und andere einzuengen, besser nachvollziehen zu 

können. 

Die dritte Registerkarte „Systeminformationen“ (Bild 4.28) widmet sich nahezu ausschließ-

lich der Dokumentation des Schrittes „Formulieren der Schließmaßgleichung“. Zudem fin-

det sich auf dieser Registerkarte noch die Darstellung der zeitlichen Verläufe der Prozess-

fähigkeitsindizes cp und cpk sowie des Prozessrobustheitsindex cpr für die ursprüngliche und 

die optimierte Tolerierung. 

Die verbleibende Registerkarte „Berechnungsinformationen“ (Bild 4.29) stellt alle ange-

wandten mathematischen Methoden und Ansätze zusammen und dokumentiert die hierbei 

zu treffenden Festlegungen von Kennwerten und erforderliche Einstellungen. Ferner wird 

festgehalten, ob und wenn ja, unter welchen Bedingungen die Toleranzoptimierung erfolg-

reich durchgeführt werden konnte. 

Zunahme der Relevanz0
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5 Anwendungsbeispiel: Abweichungsbehafteter Ventiltrieb 

Die praktische Anwendung der methodischen Vorgehensweise zur Toleranzanalyse 

und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen soll dem Leser deren Schritte noch-

mals detailliert verdeutlichen. Als Demonstrator dient ein abweichungsbehafteter Ventil-

trieb [Spr10], welcher in Aufbau und Funktionsweise dem Kurbeltrieb eines Vier-Takt- 

Einzylinder-Dieselmotors zugehörig ist. Der besagte Kurbeltrieb geht hierbei auf die For-

schungsarbeiten von STUPPY [Stu11] zurück und wurde zudem bereits in ausgewählten Ar-

beiten des Autors (u. a. [Wal13a, Wal11]) detailliert behandelt.  

Im Rahmen dieses Kapitels werden zunächst Aufbau und Funktionsweise des Ventiltriebs 

erläutert. Anschließend ist anhand der Zusammenstellung aller auftretenden zufälligen und 

systematischen Abweichungen des Mechanismus die Aufgabe für den Toleranzingenieur zu 

formulieren und damit die Notwendigkeit statistischer Toleranzsimulationen zu begründen. 

Die Durchführung aller Schritte der statistischen Toleranzanalyse, der nachfolgenden wirt-

schaftlichen Beurteilung anhand des WALTER-HILLER-Diagramms sowie der abschließen-

den Toleranzoptimierung werden in den Kapiteln 5.4 bis 5.6 ausführlich behandelt. 

5.1 Vorstellung des Demonstrators 

Der Ventiltrieb [Spr10] ist Teil eines Verbrennungsmotors, der gemäß der Selbstzündung in 

Kraftstoff gebundene chemische Energie in mechanische Energie umsetzt. Im vorliegenden 

Fall, liegt dem Motor das Vier-Takt-Prinzip, also die ständig wiederkehrende Arbeitsfolge 

der vier Arbeitsschritte Ansaugen, Verdichten, Expandieren und Ausstoßen zugrunde. 

Demnach vollführt die Kurbelwelle zwei vollständige Umdrehungen und die Nockenwellen 

jeweils eine volle Umdrehung während der vier Arbeitstakte. [Trz52, Mol07] 

Der Ventiltrieb dient dazu, das Öffnen und Schließen der im Zylinderkopf gelagerten Ein- 

und Auslassventile während der vier Arbeitstakte zu steuern. Die hieraus resultierenden 

Öffnungs- und Schließzeiten der Ventile definieren somit den Ladungswechsel im Brenn-

raum. Die präzise Bewegung des Ventiltriebs ist damit von wesentlicher Bedeutung für den 

Wirkungsgrad des Verbrennungsvorgangs, da bereits kleinste Abweichungen der sogenann-

ten Steuerzeiten signifikante Auswirkungen auf den Ablauf des Verbrennungsprozesses 

und das Betriebsverhalten des Motors haben. Darüber hinaus sind die präzisen Bewegungen 

von Kurbeltrieb (zur Volumenänderung im Arbeitsraum) und Ventiltrieb (zur Steuerung 

des Ladungswechsels) möglichst exakt aufeinander abzustimmen, um einen effizienten und 

störungsfreien Betrieb des Verbrennungsmotors zu gewährleisten. Bild 5.1 zeigt den zeitli-

chen Verlauf der Ventilhübe während der vier Arbeitstakte. [Mol07, Bas07b] 
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Bild 5.1: Ventilhubkurven des Demonstrators (qualitativ) nach [Epp12, Wei13] (UT und OT: 

unterer und oberer Totpunkt des Kolbens; φKW: Kurbelwinkel, φNW: Nockenwinkel) 

5.1.1 Aufbau und Funktionsweise des Ventiltriebs 

Die Steuerung des Ladungswechsels erfordert eine Synchronisation der Bewegungen von 

Ventil- und Kurbeltrieb. Im Falle des gewählten Demonstrators (Bild 5.2) wird dies anhand 

eines Riementriebs erreicht, der die einlass- und auslassseitigen Nockenwellen sowie die 

Kurbelwelle miteinschließt. Herbei herrscht ein Übersetzungsverhältnis zwischen Kurbel-

welle und den Nockenwellen von „2 zu 1“. Während des Betriebs rotieren demnach die 

Nockenwellen stets mit der halben Drehzahl der Kurbelwelle. 

Die Nockenwelle ist in Gleitlagerschalen, welche im Zylinderkopf eingepresst sind, drehbar 

gelagert und frei von axialen Lasten. Aufgrund der Rotation der Nockenwelle kommt es 

auslassseitig bei einem Kurbelwinkel von λKW = 130° zum Kontakt zwischen der exzentri-

schen Nocke der Nockenwelle und dem Schlepphebel, der bei λKW = 382° wieder gelöst 

wird. Während der verbleibenden Rotation besteht auf der Auslassseite zwischen dem 

Grundkreis der Nockenwelle und dem Schlepphebel ein Ventilspiel von sV = 0,29 mm. Die-

ses Ventilspiel stellt sicher, dass während der Arbeitstakte Verdichten und Expandieren 

selbst bei erhöhter Temperatur und damit geänderten Einzelteilabmessungen das Ventil 

stets geschlossen ist. Aufgrund der charakteristischen Formgebung des Nockens wird mit 

fortschreitender Rotation der Nockenwelle der Schlepphebel ab λKW = 130° kontinuierlich 

nach unten bewegt. In Folge dessen öffnet das Auslassventil, da dieses über den sogenann-

ten Stößel des Schlepphebels eine translatorische Beschleunigung erfährt. Die Ventilfeder 

sorgt im Gegenzug dafür, dass nach Erreichen des maximalen Ventilhubs das Ventil und 

damit auch der Schlepphebel in deren Nominallagen (nach oben) zurückkehren. Die Funk-

tionsweise der einlassseitigen kinematischen Kette ist der soeben beschriebenen Funkti-

onsweise der Auslassseite gleich und unterscheidet sich lediglich in den beiden Zeitpunkten 
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bzw. Kurbelwinkeln innerhalb derer Kontakt zwischen Einlassnockenwelle und Schlepphe-

bel besteht. Die exakte Bewegung des Ventils und damit die Steuerung des Ladungswech-

sels werden demnach wesentlich durch die maßlichen und geometrischen Eigenschaften der 

Einzelteile und deren Zusammenspiel im Betrieb definiert. Bild 5.2 zeigt den Ventiltrieb 

des Verbrennungsmotors und benennt dessen wesentliche Einzelteile. 

 

Bild 5.2: Schnittdarstellung: Ventiltrieb des Vier-Takt-Verbrennungsmotors nach [Spr10] 

Der Ventiltrieb stellt somit einen nicht-gleichmäßig übersetzenden Mechanismus dar, des-

sen Bewegungsverhalten durch das Zusammenspiel der Einzelteile in nieder- und höher-

wertigen Gelenken bestimmt und folglich auch von den zufälligen Maß-, Form- und Lage-

abweichungen beeinflusst wird. Darüber hinaus sind insbesondere im Betrieb systematische 

Abweichungen (elastische Deformationen, Verschleiß etc.) zu erwarten, welche sich signi-

fikant auf das Bewegungsverhalten des Mechanismus auswirken. Der Ventiltrieb bildet 

somit nach Meinung des Autors einen geeigneten Demonstrator für die vorliegende Arbeit. 

Für weiterführende Ausführungen zur Funktionsweise von Hubkolbenmotoren sei an dieser 

Stelle auf die einschlägige Literatur (u. a. [Kün06, Bas07b, Mol07]) verwiesen. 
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5.2 Beschreibung des Toleranzproblems 

Aufgrund der präzisen Synchronisierung von Ventil- und Kurbeltrieb sowie dem Bestreben 

möglichst hoher Verdichtungsverhältnisse (zum Zweck eines optimalen Verbrennungspro-

zesses) werden erhebliche Anforderungen an die Genauigkeit der Bewegung aller bewegten 

Einzelteile eines Verbrennungsmotors und insbesondere der Kolben und Ventile gestellt. 

Hierbei wird oftmals der sog. Ventilfreigang [Bas07b] benannt, der den Abstand zwischen 

Kolben und den Ventilen beschreibt. Dieser ist für den Konstrukteur essentiell für die Fest-

legung, wie tief erforderliche Ventiltaschen im Kolben auszuführen sind um einerseits Kol-

lisionen von Einzelteilen zu vermeiden [Glö07] und andererseits um eine möglichst hohe 

Verdichtung im Brennraum zu erreichen. Das funktionsrelevante Maß des Ventiltriebs ist 

demnach die Position des niedrigsten Punktes des Auslassventils während des Betriebs. 

Im Rahmen dieses Anwendungsbeispiels soll folgendes Toleranzproblem betrachtet wer-

den: Während der Produktentwicklung erwächst die Aufgabe, eine Tolerierung der Einzel-

teile zu finden, welche den störungsfreien Betrieb des Ventiltriebs während einer Lebens-

dauer eines Verbrennungsmotors von LB = 4 000 h [Gre06] (entspricht der gegenwärtig üb-

lichen Laufleistung von ca. 240 000 km [Kün06, Wei13]) bei minimalen Fertigungskosten 

sicherstellt. Die Funktionsfähigkeit im störungsfreien Betrieb verlangt, dass bei 99,73 % 

(c = 0,9973; entspricht ±3σ) aller gefertigten Ventiltriebe das Auslassventil zu keinem Zeit-

punkt des Betriebs um mehr als 0,02 mm von dessen angestrebter Idealposition abweichen 

darf. Demnach soll USG = -0,02 mm und OSG = 0,02 mm gelten. 

Das Bewegungsverhalten des Auslassventils wird sowohl durch zufällige als auch systema-

tische Abweichungen beeinflusst. Die zufälligen Abweichungen umfassen hierbei Maß- 

und Lageabweichungen der Einzelteile aufgrund von Unzulänglichkeiten in Fertigung und 

Montage, sowie Schwankungen von Materialeigenschaften, eingesetzter Betriebsmittel so-

wie des Betriebszustandes (siehe Bild 5.3). Das Bild zeigt weiterhin den körperfesten Punkt 

P des Auslassventils, welcher für die Formulierung des Schließmaßes von Bedeutung ist. 

Die vollständige geometrische und materialspezifische Beschreibung aller Einzelteile sowie 

die Definition der erforderlichen Montagebeziehungen anhand nieder- und höherwertiger 

Gelenke liegen hierbei dem Toleranzingenieur in Form eines 3D-CAD Modells des Ventil-

triebs [Spr10] vor. Die hiervon erforderlichen Informationen sowie eine Zusammenstellung 

weiterer essentieller Kenngrößen (z. B. Spezifikation erforderlicher Betriebsmittel) finden 

sich zudem im Anhang (Kapitel 8.2). Der zu betrachtende Betriebszustand folgt hierbei aus 

der Festlegung der Drehzahl der Kurbelwelle von nKW = 3 000 min
-1

 und damit einer Dreh-

zahl der Nockenwelle von nNW = 1.500 min
-1

. Die Zyklusdauer tZ einer Arbeitsfolge aus 
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vier Arbeitstakten beträgt somit tZ = 0,04 s. Dieser Betriebszustand deckt sich mit dem, 

welcher in statistischen Toleranzanalysen des zugehörigen Kurbeltriebs [Stu11, Wal13a] 

bereits Beachtung findet. 

 

Bild 5.3: Zusammenstellung aller zufälligen (rot und grün) und systematischen (blau) Abwei-

chungen des Ventiltriebs sowie Kennzeichnung des betrachteten Punktes P (körper-

fester Punkt des Ventils mit minimalen Abstand zum Kolben) nach [Epp12, Wei13] 

Hieraus folgt für den Toleranzingenieur die Verbindlichkeit, eine bestehende Tolerierung 

bzgl. ihrer Auswirkungen auf die Bewegung des Ventils zu analysieren sowie ggf. die Op-

timierung dieser Tolerierung anhand einer statistischen Toleranzoptimierung umzusetzen. 

In den nachfolgenden Ausführungen dieses Kapitels wird dies anhand der Toleranzanalyse 

und Toleranzsynthese abweichungsbehafteter Mechanismen geleistet. 

Die bestehende Tolerierung des Ventiltriebs ist Tabelle 5.1 sowie dem Anhang (Kapitel 

8.2) zu entnehmen. Dieser liegt der Tolerierungsgrundsatz des Unabhängigkeitsprinzips 

nach [ISO8015] zugrunde. Weiterhin sind für eine Toleranzoptimierung Toleranz-Kosten-

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


134 Anwendungsbeispiel: Abweichungsbehafteter Ventiltrieb 

Modelle bereitzustellen, anhand derer die Beurteilung der Fertigungskosten und damit der 
wirtschaftlichen Auswirkungen der Tolerierung ermöglicht wird. Die Toleranz-Kosten-
Modelle der zufälligen Toleranzen werden in Kapitel 5.5.1 vorgestellt. 

Tabelle 5.1: Tolerierung der zufälligen Abweichungen (Abbildungen siehe Kapitel 8.2) 

Zufällige Abweichung Abwzuf,i 
Zugehörige 

Toleranz 
Nennmaß und 

Toleranz Verteilung 

Abwzuf,1: Nockenexzentrizität – Δd Td 11,4 ± 0,010 mm Normal ( 4σ) 

Abwzuf,2: Spiel im Nockenwellenlager – SNW TS 0,045 ± 0,010 mm gleichverteilt 

Abwzuf,3: Positionsabweichung der Achse 
der Schlepphebellagerung – tPos & φPos 

TPos 0,12 mm Normal ( 4σ) 
[Sha99] 

Abwzuf,4: Ventillänge – lV TV 0,03
0,07141,006 


 mm Normal (±3σ) 

Abwzuf,5: Rechtwinkligkeitsabweichung von 
Ventilteller zu Ventillängsachse – lrw & φrw T┬ 0,1 mm Normal ( 4σ)  

Abwzuf,6: Winkelabweichung der Nocken-
welle – ΔNW T<NW ± 0,1 ° gleichverteilt 

Abwzuf,7: Dichte des Ventils (bei 20°C) – ρV TρV 7,8 ± 0,05 g/cm³ gleichverteilt 

Abwzuf,8: Ölviskosität (bei 40°C) – ν40 Tν40 68,4 ± 1,25 mm²/s gleichverteilt 

Abwzuf,9: Ölviskosität (bei 100°C) – ν100 Tν100 11,1 ± 0,5 mm²/s gleichverteilt 

Abwzuf,10: Ermüdungsrate d. Ventilfeder – dF TdF 5,0 ± 1,0 % gleichverteilt 

Abwzuf,11: Betriebstemperatur – ϑ Tϑ 90 ± 3 °C gleichverteilt 

5.3 Formulieren der Schließmaßgleichung 

Aus der Beschreibung des Toleranzproblems geht als funktionsrelevantes Schließmaß des 
Ventiltriebs die Abweichung des Punktes P des n-ten abweichungsbehafteten Ventiltriebs 
von dessen Idealposition (entlang der yglob-Achse; siehe Bild 5.4) hervor. Demnach ist zu-
nächst die Vektorkette 

SMvv zur Beschreibung des Punktes P im Referenzkoordinatensystem 
nötig. Anschließend kann der Schließmaßvektor 

nSMvv durch die Subtraktion des idealen 
Vektors des Punktes P vom abweichungsbehafteten Vektor für jedes der n Samples gemäß  

 
n n idealSM P Pv v v v v vv v v v v v  (5.1) 

ermittelt werden. Die vektorielle Beschreibung des Punktes P ist auch unter der Annahme 
eines planaren Ventiltriebs als zwei-dimensionaler Vektorzug möglich. Diese Komplexi-
tätsreduzierung ist nach SCHULTHEISS et al. zulässig, da sie in deren „langjährigen Tole-
ranzanalyse-Praxis“ zu dem Schluss kommen, dass rund 90 % aller Mechanismen des An-
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triebsstrangs von Kraftfahrzeugen (Powertrain) anhand zwei-dimensionaler Modelle hinrei-

chend genau beschrieben werden können [Schu99]. 

 

Bild 5.4: Vektorketten des Ventiltriebs in Haupt- und Nebensystem nach [Wei13] 

Der Ventilhub wird durch das Zusammenspiel zweier Mechanismen des Ventiltriebs er-

reicht, die über den Kontakt von Nocke und Schlepphebel miteinander gekoppelt sind (Bild 

5.4). Hierbei resultiert aus der gegenwärtigen Lage der Nocke der Winkel φ des Schlepphe-

bels gegenüber der horizontalen yglob-Achse. Die folgende vektorielle Beschreibung des 

Punktes P erfordert somit neben einer Vektorkette im Hauptsystem (roter Vektorzug) eben-

falls die Formulierung der Vektorkette im Nebensystem (blauer Vektorzug). 

5.3.1.1 Entwicklung der erforderlichen Vektorketten und Transformationsmatrizen 

Aufgrund ihres erheblichen Umfangs soll an dieser Stelle die Entwicklung der Transforma-

tionsmatrizen lediglich für die zufällige Positionstoleranz der Schlepphebellagerung sowie 

der systematischen Deformation des Schlepphebels gezeigt werden. 

Die Beschreibung der körperfesten Koordinatensysteme des Ventiltriebs, der Entwicklung 

aller zugehörigen Transformationsmatrizen sowie der Bestimmung aller hierfür erforderli-

y
P

xglob

yglob

P 

P

-

xP+

Hauptsystem

Nebensystem

- φ
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chen Maße, Winkel und sonstige Größen wurde wesentlich durch EPP [Epp12] und 

WEIKERT [Wei13] unterstützt und ist dem Anhang (Kapitel 8.3) zu entnehmen. 

Die Positionstoleranz TPos der Achse der Schlepphebellagerung führt im planaren Fall zu 

einer kreisrunden Toleranzzone. Demnach bieten sich zur Beschreibung der translatori-

schen Abweichung insbesondere Polarkoordinaten an (Bild 5.5). Hierbei entspricht tPos dem 

Betrag der Abweichung, während durch den Winkel φPos die jeweilige Richtung der Ab-

weichung definiert wird. Es gelten  0; 2Pos Post T  und [0 ,360 ]Pos    .  

  

Bild 5.5: Positionsabweichung der Schlepphebellagerung: Überführung des körperfesten 

KOS1 in das globale Referenzkoordinatensystem KOSglob nach [Wei13] 

Die elastische Deformation des Schlepphebels aufgrund der Belastungen im Betrieb führt 

zu einer translatorischen Verschiebung eines körperfesten Punktes des Schlepphebels, wo-

bei die Verschiebung in Betrag und Richtung den Komponenten DefX und DefY entlang der 

beiden Achsen des KOS4 entsprechen. Somit ist zur Überführung des KOS4 (deformierter 

Schlepphebel) in das KOS3 (des nicht-deformierten Schlepphebels) eine translatorische 

Transformationsmatrix erforderlich. Bild 5.6 zeigt die beiden Koordinatensysteme, die bei-

den Komponenten der Deformation DefX und DefY und die zugehörige Matrix. 

  

Bild 5.6: Elastische Deformation des Schlepphebels durch DefX und DefY: Überführung des 

körperfesten KOS4 in das körperfeste KOS3 nach [Wei13] 
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Sind alle erforderlichen Transformationsmatrizen zur vollständigen Beschreibung des Vek-
torzuges im Hauptsystem formuliert, so kann nun der Vektor Pvv  ermittelt werden, welcher 
den Punkt P im Referenzkoordinatensystem KOSglob (auch als KOS0 bezeichnet) beschreibt. 
Hierzu ist gemäß Gleichung (4.4) der Vektor  , 12 0 0 0 1 T

P KOSv  0 0 0 1v  mit dem zuvor for-
mulierten zwölf Transformationsmatrizen des Hauptsystems zu multiplizieren: 

 
1
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0

0
0
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1 1

n n
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   y   y   y   y

v M  v Mv M   v M  v M   v M  (5.2) 

Hieraus ergeben sich nach [Epp12, Wei13] die nachfolgenden Formelzusammenhänge zur 
Bestimmung der Koordinaten des Punktes P im globalen Koordinatensystem KOSglob. Die 
vollständige Erläuterung aller erforderlichen Größen ist dem Anhang zu entnehmen.  
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 (5.4) 

Die Gleichungen können jedoch gegenwärtig noch nicht vollständig gelöst werden. Dies 
liegt daran, dass die Synchronisation der beiden Mechanismen des Ventiltriebs durch den 
Winkel φ beschrieben wird. Demnach ist zur vollständigen Bestimmung der Koordinaten xP 
und yP des Punktes P eine weitere Vektorkette im Nebensystem des Ventiltriebs zu entwi-
ckeln. Anschließend kann der noch verbleibende Formelzusammenhang zur Bestimmung 
des Winkels φ bestimmt werden. Hierzu sind im Nebensystem, ausgehend von KOSglob die 
nachfolgenden Gleichungen der Koordinaten xP‘ und yP‘ eines körperfesten Punktes P‘ des 
Schlepphebels zu bestimmen 
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und zur Berechnung des zeitabhängigen Neigungswinkels des Schlepphebels φ gemäß  

 '

'

arctan P

P

y

x


 
  

 
 (5.7) 

heranzuziehen [Wei13]. Nochmals sei darauf hingewiesen, dass die Formulierung der Vek-

torketten und die Erläuterung relevanter Größen im Anhang zu finden ist. Damit liegt nun 

die vektorielle Beschreibung des Punktes P im globalen Referenzkoordinatensystem in 

Form eines Formelsatzes vor. Lediglich die mathematischen Modelle der systematischen 

Abweichungen sind noch zu entwickeln und in die Gleichungen einzubinden. Anschließend 

kann der Schließmaßvektor gemäß Gleichung (5.1) bestimmt werden. 

5.3.1.2 Bestimmung der systematischen Abweichungen 

Die Integration der verbleibenden systematischen Abweichungen erfolgt gemäß der, in Ka-

pitel 4.4.2 vorgestellten Vorgehensweise (Bild 4.15). Hierbei sind mathematische Ersatz-

modelle der systematischen Abweichungen zu entwickeln, die nachfolgend bereits nach 

absteigender Periodendauer sortiert sind: 

 Verschleiß k des Schlepphebels im Kontakt Schlepphebel/Nocke (TP,1 = 4 000 h) 

 Abnahme der Ventilfedersteifigkeit D wg. Ermüdung der Feder (TP,2 = 4 000 h) 

 Temperaturbedingte Längenänderung des Ventils ΔlV,Temp (TP,3 = 4 000 h) 

 Deformation des Schlepphebels DefX und DefY (TP,4 = 0,04 s ≙ 4 Arbeitstakte) 

 Abplattung des Ventils im Kontakt Stößel/Ventil δel (TP,5 = 0,04 s) 

 Verlagerung der Nockenwelle im Gleitlager ε und δ (TP,6 = 0,04 s) 

Auch gegenwärtig werden oftmals noch analytische Formelwerke zur Beschreibung von 

Verschleiß in Motoren numerischen Simulationen vorgezogen. Im Rahmen dieser Arbeit 

wird demnach in Anlehnung an [Gre06] der von CZICHOS et al. empfohlene qualitative Ver-

lauf des Verschleißbetrags mit der mittleren Steigung von 13 
nm

/h zugrunde gelegt [Czi10]. 

Der approximierte Verlauf des Verschleiß k(tB) (Bild 5.7, links) basiert hierbei auf der An-

nahme einer Nutzung des Fahrzeugs für Kurzstreckenfahrten mit zeitweisen Schnellfahrten: 

 

1 1
0,0002686 0,00289

( ) 0,00001 0,02243 0,02244
B Bt t

h h

Bk t mm mm e mm e

   
     

         (5.8) 
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Ebenso kann die Abhängigkeit der Ventilfedersteifigkeit D von der Laufleistung als lineare 

Funktion approximiert werden (Bild 5.7, rechts). Hierbei wird, ausgehend von der Steifig-

keit der Ventilfeder D0 = 48,986 
N
/mm zu Betriebsbeginn, eine lineare Abnahme dieser über 

die gesamte Laufleistung von 4 000 h angenommen. Die Steigung dieser Gerade wird durch 

die Ermüdungsrate dF (in %) eines jeden Samples des Ventiltriebs individuell bestimmt.

 
0( ) 1

100% 4000

F B
B

d t
D t D

h

 
    

 
 (5.9) 

 

Bild 5.7: Zeitliche Verläufe des Verschleiß des Schlepphebels k (links) sowie der Ventilfeder-

steifigkeit D (rechts) in Abhängigkeit des Betriebszeitpunkts tB nach [Wei13] 

Die Längenänderung des Ventils ΔlV,Temp aufgrund der, gegenüber der Referenztemperatur 

von ϑ0 = 20 °C gestiegenen Betriebstemperatur ϑ ist ebenfalls durch ein mathematisches 

Ersatzmodell zu formulieren. Hierfür sind alle zufälligen Abweichungen zu identifizieren, 

deren Einfluss auf die Längenänderung nicht ausgeschlossen werden kann. Dies sind die 

Ventillänge lV, die Betriebstemperatur ϑ, die beiden Freiheitsgrade der Rechtwinkligkeits-

abweichung lrw und φrw sowie die Dichte des Ventils ρV. Anschließend ist für jeden der 50 

Samples eines Latin-Hypercube-Samplings die jeweilige Längenänderung des Ventils an-

hand einer thermisch-mechanischen Simulation zu ermitteln (Bild 5.8, links). Die Festle-

gung des Versuchsplans kann Kapitel 8.3.3.4 des Anhangs entnommen werden. Abschlie-

ßend verbleibt die Generierung eines Meta-Modells von zufriedenstellender Prognosegüte, 

welches in die Gleichungen (5.3) und (5.4) des Formelwerks zur Bestimmung des Schließ-

maßes zu integrieren ist. Hierfür findet ein Repeated Random Sub Sampling (mit m = 200) 

bei einem Teilungsverhältnis von 80:20 (Training zu Test) Anwendung. Die erreichten 

Prognosegüten (in Form des COP) der verschiedenen Meta-Modelle nennt Tabelle 5.2. 

Nachdem bereits die mathematischen Ersatzmodelle für die systematischen Abweichungen 

(mit TP;1,2,3 = 4 000 h) vorliegen, sind nun die Ersatzmodelle für die verbleibenden drei sys-

tematischen Abweichungen (mit TP;4,5,6 = 0,04 s) zu entwickeln. Hierfür ist zunächst ein 
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statistischer Versuchsplan unter Berücksichtigung aller zehn zufälligen Abweichungen und 

dem Betriebszeitpunkt tB zu entwickeln, der gemäß Gleichung (4.15) eine Anzahl von  

 
   12 1 12 210

1,15 150
7 2

LHSn
  

     (5.10) 

Samples umfasst. Anschließend kann für jeden der 150 abweichungsbehafteten Ventiltriebe 

eine hybride Mehrkörpersimulation (d. h. mit flexiblen Körpern) erstellt und damit die elas-

tische Deformation DefX und DefY des Schlepphebels während der vier Takte (= TP,4) bei 

der jeweils vorherrschenden Betriebstemperatur ϑ ermittelt werden. Hierbei sei noch her-

vorgehoben, dass in allen Simulationen neben den zufälligen Abweichungen auch bereits 

die drei systematischen Abweichungen (Verschleiß, temperaturbedingte Längendehnung 

und Abnahme der Ventilfedersteifigkeit) und damit mögliche Wechselwirkungen mit die-

sen zum jeweiligen Betriebszeitpunkt tB berücksichtigt werden.  

Weiterhin erlauben die Simulationen (Bild 5.8, rechts) die Ermittlung der zeitlichen Verläu-

fe der Kräfte FX und FY in den Gleitlagerungen der Nockenwelle (zur Ermittlung der Verla-

gerung im spielbehafteten Gelenk) sowie der Kontaktkraft FK, die zur analytischen Berech-

nung der Abplattung des Ventils im Kontakt Stößel/Ventil erforderlich ist. Folglich sind die 

Kräfte FX, FY und FK für alle 150 Samples zu bestimmen. Die Durchführung der Simulatio-

nen sowie die Vorbereitung des erforderlichen FE-Modells des Schlepphebels und dessen 

Einbindung in die Mehrkörpersimulation finden sich in Kapitel 8.3.3.1 des Anhangs. 

  

Bild 5.8: Screenshots: Bestimmung der Längenänderung des Ventils (links) sowie der, im 

Ventiltrieb auftretenden Kräfte und der Deformation des Schlepphebels (rechts) mit-

tels numerischer Simulationswerkzeuge nach [Epp12, Wei13] 
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Die zeitlichen Verläufe der Deformation des Schlepphebels DefX und DefY, sowie die Kräfte 

im Ventiltrieb FX, FY und FK sind in Bild 5.9 gezeigt, während die erzielten Prognosegüten 

der zugehörigen Meta-Modelle der Tabelle 5.2 zu entnehmen sind. Weitere Ausführungen 

zur Generierung und Beurteilung der Meta-Modelle finden sich im Anhang Kapitel 8.3.3.4. 

 

Bild 5.9: Deformation des Schlepphebels (links) und wirkende Kräfte im Ventiltrieb (rechts) 

für den idealen (d. h. abweichungsfreien) Ventiltrieb nach [Epp12, Str13, Wei13] 

Zur Bestimmung der Nockenwellenverlagerung im hydrodynamischen Gleitlager des Zy-

linderkopfes sowie der Abplattung des Ventils im Betrieb bei der jeweiligen Betriebstem-

peratur ϑ kann im Folgenden auf bewährte analytische Lösungen zurückgegriffen werden. 

So lassen sich der normierte Betrag ε und Richtung δ der Exzentrizität der Nockenwelle 

durch die Zapfenverlagerungsbahn nach HOLLAND [Hol59] beschreiben (Bild 5.10; Be-

rechnung siehe Kapitel 8.3.3.2). Diese basiert auf der Annahme ölgeschmierter Gleitlager, 

in welchen sich ein Gleichgewichtszustand aus angreifenden äußeren Lasten und dem 

Druckverlauf aufgrund des hydrodynamischen Schmierspalts einstellt. Die Zapfenverlage-

rungsbahn hat sich zudem bereits zur Beschreibung der Verlagerung des Pleuels im ölge-

schmierten Gleitlager des großen Pleuelauges im Rahmen statistischer Toleranzsimulatio-

nen des Kurbeltriebs [Stu09b, Stu11, Wal09, Wal13a, Wal13c] bewährt und wird demnach 

auch hier aufgegriffen. Die Zapfenverlagerungsbahn und damit der zeitliche Verlauf der 

Verlagerung der Nockenwelle des idealen Ventiltriebs kann Bild 5.10 entnommen werden. 

Die Bestimmung der Abplattung des Ventils aufgrund einer Druckbelastung P, die auf die 

Kraft FK zurückzuführen ist, stellt hingegen ein Problem der HERTZ´schen Kontakttheorie 

dar. Für den Fall axialsymmetrischer Kontaktpartner lässt sich nach [Wiś00] die Verfor-

mung der kontaktierenden Körper in Richtung der angreifenden Kraft analytisch bestim-

men. Die erforderlichen Schritte zur Bestimmung des zeitlichen Verlaufs der Ventilabplat-

tung ist hierbei in Kapitel 8.3.3.3 des Anhangs dieser Arbeit gezeigt. 
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Bild 5.10: Zapfenverlagerungsbahn des idealen Ventiltriebs nach [Wei13] 

Tabelle 5.2: Prognosegüten der Meta-Modelle (wichtige Anmerkungen in Kapitel 8.3.3.4) 

Prognostizierte Größe 

COP des Meta-Modells 

Response 

Surface  

Support 

Vector 

Regression 

Künstliche 

Neuronale 

Netze 

Kriging 

Interpolation 

Temperaturbedingte Län-

genänderung des Ventils 

ΔlV,Temp 

μ = 99,996 % 

σ = 2,338e-3 % 

max = 99,999 % 

μ = 99,997 % 

σ = 0,003 % 

max = 99,999 % 

μ = 99,995 % 

σ = 0,008 % 

max = 99,999 % 

μ = 99,996 % 

σ = 2,754e-3 % 

max = 99,999 % 

Elastische Deformation des 

Schlepphebels DefX  

μ = 34,961 % 

σ = 0,849 % 

max = 36,734 % 

μ = 96,997 % 

σ =0,433 % 

max = 97,260 % 

μ = 96,553 % 

σ = 2,425 % 

max = 98,527 % 

μ = 34,850 % 

σ = 0,769 % 

max = 36,540 % 

Elastische Deformation des 

Schlepphebels DefY 

μ = 51,998 % 

σ = 1,675 % 

max = 55,158 % 

μ = 94,208 % 

σ = 4,879 % 

max = 98,072 % 

μ = 93,403 % 

σ = 5,936 % 

max = 99,360 % 

μ = 51,677 % 

σ = 1,715 % 

max = 54,529 % 

Resultierende Lagerlast im 

Nockenwellenlager FX 

μ = 31,681 % 

σ = 1,770 % 

max = 36,053 % 

μ = 86,311 % 

σ = 1,962 % 

max = 89,200 % 

μ = 87,096 % 

σ = 13,265 % 

max = 97,778 % 

μ = 31,698 % 

σ = 1,671 % 

max = 35,391 % 

Resultierende Lagerlast im 

Nockenwellenlager FY 

μ = 32,635 % 

σ = 0,268 % 

max = 33,254 % 

μ = 95,793 % 

σ = 0,576 % 

max = 96,538 % 

μ = 98,997 % 

σ = 1,851 % 

max = 99,658 % 

μ = 32,520 % 

σ = 0,203 % 

max = 33,228 % 

Resultierende Kontaktkraft 

(Stößel/Ventil) FK 

μ = 33,309 % 

σ = 0,333 % 

max = 34,174 % 

μ = 94,762 % 

σ = 0,601 % 

max = 95,225 % 

μ = 98,742 % 

σ = 0,969 % 

max = 99,642 % 

μ = 33,182 % 

σ = 0,303 % 

max = 34,059 % 
 

Die Zusammenstellung der erreichten Prognosegüten aller generierten Meta-Modelle zeigt 

deutlich, dass die Regression (RSM und Kriging Interpolation) nicht den Anforderungen für 

den Einsatz in statistischen Toleranzsimulationen nach [Wal12a] genügen. Hingegen errei-

chen die Modelle der Support Vector Regression bereits hohe Prognosegüten, die noch von 
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den Künstlichen Neuronalen Netzen, wenn auch nur in geringem Umfang, übertroffen wer-

den. Zudem entspricht das jeweils beste Neuronale Netz für jede zu prognostizierende Grö-

ße der Empfehlung einer Mindestprognosegüte in Form eines COP von rund 98 % 

[Wal12a]. Demzufolge können die entwickelten Neuronalen Netze in die Gleichungen (5.3) 

bis (5.6) eingebunden werden. 

Das Formelwerk zur Bestimmung des Schließmaßes ist somit vollständig und ermöglicht 

nun die Durchführung der statistischen Toleranzanalyse der bestehenden Tolerierung. 

5.4 Statistische Toleranzanalyse 

Mit der vorliegenden vollständigen Formulierung des Formelwerks zur Bestimmung des 

Schließmaßes kann nun in einer statistischen Toleranzanalyse die Auswirkung der beste-

henden Tolerierung auf das Bewegungsverhalten des Ventils im Punkt P während der ge-

samten Betriebsdauer TB = 4 000 h analysiert werden. Hierbei sollen zudem die folgenden 

Festlegungen gelten: 

 Die vollständige Betriebsdauer TB des Mechanismus beträgt 4 000 h. 

 Die Zyklusdauer tZ eines Bewegungszyklus beträgt tZ = min (TP,j) = 0,04 s. 

 Die Anzahl der Samples für die Anwendung der modifizierten Toleranzanalyse-

Methode soll n = 10 000 Samples betragen. 

 Die Zyklusdauer von tZ = 0,04 s wird in nsteps = 360 Zeitschritte unterteilt. Dies ent-

spricht einer Winkelschrittweite der Nockenwelle von 1°. 

Die Anwendung der modifizierten Toleranzanalyse-Methode bedingt die Generierung von 

10 000 virtuellen Ventiltrieben, die sich in all den Merkmalen voneinander unterscheiden, 

die durch eine Toleranz limitiert werden sollen. Demnach sind sowohl für den idealen (d. h. 

abweichungsfreien) als auch für jeden der 10 000 abweichungsbehafteten Ventiltriebe der 

zeitliche Verlauf der yP-Koordinate des Punktes P im KOSglob gemäß Gleichung (5.4) zu 

ermitteln. Diese Verläufe dienen anschließend dazu, die Abweichung des Punktes P von 

dessen Idealposition während des betrachteten Arbeitszyklus (tZ = 0,04 s) zu ermitteln. Die 

resultierende zeitabhängige Häufigkeitsverteilung der Abweichung des Punktes P von des-

sen Idealposition entlang der yglob-Achse (= Schließmaß) sowie die, bei der Formulierung 

des Toleranzproblems festgelegten Spezifikationsgrenzen sind in Bild 5.11 gezeigt.  

Ein Schließmaß vom Wert Null entspricht hierbei einem Ventiltrieb, dessen Ventil exakt 

der angestrebten idealen Bewegungsbahn folgt. Hingegen kennzeichnet ein positives 

Schließmaß, dass sich das Ventil gegenwärtig näher an dessen Ventilsitz befindet als es im 

Idealfall der Fall wäre. Das Ventil steht somit „weniger tief“ im Brennraum als gewünscht. 
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Ein negatives Schließmaß belegt einen geringeren Abstand des Ventils zum Kolben als im 
Idealfall. Das Ventil steht somit „weiter“ in den Brennraum des Verbrennungsmotors vor. 

 

Bild 5.11: Zeitabhängige Häufigkeitsverteilung des Schließmaßes während der vollständigen 
Betriebsdauer und zugehörige Spezifikationsgrenzen USG = -0,2 mm, OSG = 0,2 mm 

(n = 10 000 Samples) 

Die resultierende Häufigkeitsverteilung des Schließmaßes lässt sich in drei charakteristi-
sche Bereiche einteilen, die nachfolgend diskutiert werden. 

Zu Beginn der vier Arbeitstakte (bis φNW = 111 °) ist eine symmetrische Streuung des 
Schließmaßes um den Idealwert „0“ zu beobachten. In diesem Zeitraum besteht kein Kon-
takt zwischen Nockenwelle und Schlepphebel – das Ventil ist somit geschlossen. Die, in 
diesem Bereich vorherrschende Streuung des Schließmaßes, lässt sich auf die normalver-
teilte Rechtwinkligkeitsabweichung des Ventiltellers T┬ = 0,1 mm zurückführen, da auf-
grund des vorherrschenden Ventilspiels lediglich die Rechtwinkligkeitsabweichung die 
Position des Punktes P im Raum beeinflusst. Alle verbleibenden Abweichungen zeigen in 
diesem Bereich keine Relevanz für das Schließmaß, weshalb u. a. auch keine Mittelwertver-
schiebung des Schließmaßes aufgrund systematischer Abweichungen zu beobachten ist. 

Der weitaus bedeutsamste Bereich umfasst Nockenwellenwinkel φNW zwischen 111 ° und 
236 °. Innerhalb dieses Intervalls besteht Kontakt zwischen Nocke und Schlepphebel und 
damit vollführt das Auslassventil die angestrebte Hubbewegung. Das zeitabhängige Histo-
gramm zeigt deutlich, dass während der Hubbewegung die Abweichung des Punktes P von 
dessen Idealposition sowohl durch zufällige als auch systematische Abweichungen beein-
flusst wird. So resultiert aus den zufälligen Abweichungen der Ventiltriebkomponenten 
eine zeitabhängige Streuung des Schließmaßes. Ebenfalls ist eine zeitabhängige Mittel-
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wertverschiebung eindeutig erkennbar, die auf systematische Abweichungen zurückzufüh-

ren ist. Das Zusammenspiel zufälliger und systematischer Abweichungen führt in diesem 

Falle dazu, dass das Schließmaß die gegebene obere Spezifikationsgrenze OSG = 0,2 mm 

überschreitet. Demnach würde das Auslassventil bei dem Großteil der n Ventiltriebe weiter 

in den Brennraum vorstehen als es der Idealfall vorsieht. Weiterhin hält das untere Quantil 

der Schließmaßverteilung einen vergleichsweise großen „ungenutzten Sicherheitsabstand“ 

zur unteren Spezifikationsgrenze von USG = -0,2 mm. Demnach ist bereits jetzt unver-

kennbar, dass die Ausnutzung der gegebenen Schließmaßtoleranz durch die analysierte To-

lerierung in keinem Falle zufriedenstellend ist – vielmehr besteht gegenwärtig noch erheb-

liches Potential um die Fertigungskosten zu senken. Die zeitlichen Verläufe der beiden 

±3σ-Quantile sowie der zeitabhängige Mittelwert des Schließmaßes (zur Verdeutlichung 

der zeitabhängigen Mittelwertverschiebung) sind Bild 5.12 zu entnehmen. 

 

Bild 5.12: Unteres -3σ-Quantil, oberes +3σ-Quantil und Mittelwert µSM des Schließmaßes 

während der vollständigen Betriebsdauer und zu den definierten Betriebszeitpunk-

ten tB = 0 h, tB = 2 000 h und tB = 4 000 h 

Der verbleibende dritte Bereich der zeitabhängigen Häufigkeitsverteilung des Schließmaßes 

beginnt mit dem Setzen des Auslassventils im Ventilsitz bei Nockenwellenwinkeln von bis 

zu φNW = 236 ° und endet nach dem 4. Arbeitstakt bei φNW = 405 °. Das statistische Verhal-

ten des Schließmaßes gleicht in diesem Bereich den Gegebenheiten des ersten Bereichs, in 

welchem das Ventil den Auslasskanal geschlossen hält. Demnach ist auch hier nur eine 

Streuung infolge der Rechtwinkligkeitsabweichung des Ventiltellers zu beobachten. 
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Abschließend ist somit festzuhalten, dass die bestehende Tolerierung weder der funktiona-

len Anforderung der maximal zulässigen Ausschussrate von 0,27 % (±3σ-Fertigung) noch 

der wirtschaftlichen Forderung minimaler Fertigungskosten entspricht. 

5.5 Wirtschaftliche Beurteilung der Tolerierung 

Die wirtschaftlichen Auswirkungen der bestehenden Tolerierung werden im Folgenden 

anhand des WALTER-HILLER-Diagramms beurteilt. Hierfür sind zunächst die Toleranz-

Kosten-Modelle aller zehn zufälligen Toleranzen zu definieren. Anschließend können, ge-

mäß Kapitel 4.6, die zeitlichen Verläufe des Beitragsleisters zur Streuung BLσ,i sowie des 

Beitragsleisters zu den Fertigungskosten BL$,i für jede zufällige Toleranz Ti ermittelt wer-

den. Deren grafische Darstellung anhand des WALTER-HILLER-Diagramms erlaubt ab-

schließend die Beantwortung der Frage, ob die bestehende Tolerierung bereits in akzeptab-

lem Maße der Forderung nach einer kostenoptimalen Tolerierung genügt. 

5.5.1 Festlegung der Toleranz-Kosten-Modelle 

Die Festlegung der nachfolgenden Toleranz-Kosten-Modelle (Bild 5.13) der zufälligen 

Abweichungen orientiert sich an den, von NEWELL [New88] empirisch ermittelten Model-

len gängiger Fertigungsverfahren. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sind hierbei die ge-

zeigten Relativkosten dieser Modelle Kosten in Höhe von 1 € gleichgesetzt. Für die ver-

bleibenden Abweichungen (ρV, ν40, ν100 und dF) finden sich hingegen keine geeigneten Mo-

delle in der Literatur, weshalb für diese die in Tabelle 5.3 genannten Toleranz-Kosten-

Modelle herangezogen werden. Hierbei sei noch erwähnt, dass die Toleranz der Betriebs-

temperatur ϑ nicht als zu optimierende Größe in die Toleranzsimulationen eingeht, da die 

Festlegung der zulässigen Streuung der Temperatur in der Regel als strikte Vorgabe des 

Thermomanagements (u. a. aus der Spezifikation des Thermostats) besteht. Eine Modifika-

tion des Nennwertes sowie der zulässigen Streuung der Betriebstemperatur ϑ darf somit 

keinesfalls alleinig durch den Toleranzingenieur erfolgen. Abschließend sind die mathema-

tischen Formelwerke zur Quantifizierung der finanziellen Konsequenzen möglicher Mit-

telwertverschiebungen MST,i der zufälligen Toleranzen Ti zu entwickeln. Tabelle 5.3 stellt 

die individuellen Parameter der Toleranz-Kosten-Modelle der zufälligen Toleranzen Ti zu-

sammen, wobei diesen die allgemein gültige Formulierung nach ANDOLFATTO et al. 

[And14] zugrunde liegt. Gemäß Gleichung (2.34) lautet diese: 

 
 

 

lim

lim

m T T

ind
T fix k

K e
K K

T T

  


 


 (5.11) 
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Tabelle 5.3: Toleranz-Kosten-Modelle aller zu optimierenden zufälligen Toleranzen 

Toleranz 
Fixkosten 

Kfix 

Individuelle 

Kosten Kind 

Koeffizient 

m 

Koeffizient  

k 

Unterer 

Grenzwert 

Tlim 

Td (Fräsen) 1,50 € 1 €·mm
0,5

 15 mm
-1

 0,5 0,003 mm 

Td (Außenschleifen) 6,50 € 0,03 €·mm 50 mm
-1

 1 0 mm 

TS (Innenschleifen) 7,00 € 0,0001 €·mm
2
 0 mm

-1
 2 0 mm 

TS (Bohren) 5,00 € 1,25 €·mm
0,5

 18 mm
-1

 0,5 0 mm 

TPos (Fräsen) 1,50 € 1 €·mm
0,5

 15 mm
-1

 0,5 0,003 mm 

TV (Revolverfräsen) 1,20 € 2,1 €·mm
0,35

 35 mm
-1

 0,35 0 mm 

TV (Drehen) 3,00 € 0,005 €·mm
1,5

 50 mm
-1

 1,5 0 mm 

T┬ (Planen) 9,00 € 0,12 €·mm
1,15

 5 mm
-1

 1,15 0 mm 

T<NW 0,50 € 0,1 €·Grad
2
 0 

1
/1° 2 0,01 ° 

TρV in 
g²
/cm³ 0,20 € 0,03 €·

g²
/cm³ 0 

cm³
/g² 1 0 

g²
/cm³ 

Tν40 in 
mm²

/s 0,05 € 20 €·mm/s
0,5

 0,5 
s
/mm² 0,5 0

 mm²
/s 

Tν100 in 
mm²

/s 0,10 € 5 €·mm
4
/s² 0 

s
/mm² 2 0

 mm²
/s 

TdF in % 0,00 € 2 €·% 0 
1
/1% 1 0 % 

 

 

Bild 5.13: Toleranz-Kosten-Modelle aller maßlichen und geometrischen Toleranzen 
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Zusätzlich erfordert die Bestimmung der Fertigungskosten Ktotal die Festlegung der finanzi-

ellen Mehraufwände, die aus Mittelwertverschiebungen der Toleranzmittenwerte CT,i der 

zufälligen Toleranzen folgen. Hierbei finden in der vorliegenden Arbeit Modelle der Quali-

tätsverlustfunktionen nach TAGUCHI Anwendung. Deren Verläufe sind in Bild 5.14 darge-

stellt, während die zugehörigen mathematischen Formelzusammenhänge dem Anhang in 

Kapitel 8.4 zu entnehmen sind. Abschließend ist festzuhalten, dass die bestehende Tolerie-

rung der Einzelteile des Ventiltriebs mit Fertigungskosten in Höhe von Ktotal = 42,55 € ein-

her geht. Die Zusammensetzung der gesamten Fertigungskosten Ktotal aus den Einzelkosten 

aller Toleranzen ist im Kapitel 8.7 des Anhangs detailliert aufgezeigt. 

 

Bild 5.14: Verlustfunktionen zur mathematischen Beschreibung der resultierenden Kosten 

infolge von Mittelwertverschiebungen MSTi der Toleranzmittenwerte CT,i 
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5.5.2 WALTER-HILLER-Diagramm der bestehenden Tolerierung des Ventiltriebs 

Die Entwicklung des WALTER-HILLER-Diagramms erfordert sowohl die Bestimmung der 

Beitragsleister BL$,i zu den resultierenden Fertigungskosten als auch die Ermittlung der 

statistischen Beitragsleister aller betrachteten zehn zufälligen Toleranzen. Demnach ist im 

Folgenden die Anwendung einer Sensitivitätsanalyse zu verschiedenen Zeitpunkten des 

Bewegungszyklus erforderlich. Da Wechselwirkungen zwischen den einzelnen zufälligen 

Abweichungen nicht auszuschließen sind, soll die globale Sensitivitätsanalyse nach EFAST 

(siehe Kapitel 2.3.2.2; weitere Details finden sich in Kapitel 8.5) Anwendung finden. Die 

ermittelten Totaleffekte der zehn zufälligen Toleranzen werden anschließend normiert und 

als Beitragsleister BLσ,i in Prozent angegeben, wodurch diese in Summe stets 100 % erge-

ben. Es ergibt sich das nachfolgend in Bild 5.15 dargestellte Diagramm. 

 

Bild 5.15: WALTER-HILLER-Diagramm der bestehenden Tolerierung des Ventiltriebs     

(Punkte: Beitragsleister bei φNW = 45°, 90°, 135°, 180°, 225°, 270°, 315°, 360°, 405°) 

Es ist deutlich zu erkennen, dass eine kostenoptimale Tolerierung gegenwärtig nicht vor-

liegt. Insbesondere an der Toleranz der Ventillänge TV ist dies eindeutig festzumachen. 

Während des Bewegungszyklus ist stets ein signifikanter Abstand von der WALTER-

HILLER-Diagonale und damit eine deutliche Differenz zwischen deren Beitragsleister BLσ,TV 

und BL$,TV unbestreitbar. Zudem steht der statistische Einfluss der Toleranzen TρV, Tν40, 

Tν100 und TdF in keiner erstrebenswerten Relation zu deren wirtschaftlicher Relevanz. Maß-

nahmen zur Optimierung der bestehenden Toleranz sind somit unumgänglich. 
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5.6 Statistische Toleranzsynthese 

Die Toleranzanalyse zeigt, dass die bestehende Tolerierung der zufälligen Abweichungen 

sowie die systematischen Abweichungen dazu führen, dass die Spezifikationsgrenzen des 

Schließmaßes verletzt werden. Demnach geht die bestehende Tolerierung mit einer unzu-

lässig hohen Ausschussrate einher. Zudem zeigt die wirtschaftliche Beurteilung anhand des 

WALTER-HILLER-Diagramms, dass die Tolerierung in keinem Falle kostenoptimal ist. 

Demnach empfiehlt sich, gemäß der Methodischen Vorgehensweise zur statistischen Tole-

ranzanalyse und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen (Bild 4.8) die Durchfüh-

rung einer statistischen Toleranzsynthese, um eine Tolerierung zu identifizieren die sowohl 

die Einhaltung der Spezifikationsgrenzen sicherstellt als auch mit minimalen Fertigungs-

kosten einhergeht. Nachfolgend werden die hierbei erforderlichen Schritte erläutert. 

5.6.1 Formulierung des Toleranz-Optimierungsproblems 

Das zu Beginn dieses Kapitels detaillierte Toleranzproblem deckt sich mit der Fragestel-

lung, die der lebensdauergetriebenen Toleranzoptimierung (siehe Kapitel 4.7.1.3) zugrunde 

liegt. Es lässt sich das Toleranz-Optimierungsproblem in Worten wie folgt formulieren: 

„Die Fertigungskosten Ktotal sollen so gering als möglich sein, wobei die definierte Aus-

schussrate c* = 0,27 % innerhalb der festgelegten Lebensdauer LB = 4 000 h nicht über-

schritten werden darf. Als Ausschuss gilt ein Mechanismus, wenn der Punkt P des Ventils 

zu mindestens einem Zeitpunkt des vollständigen Bewegungszyklus (mit der Dauer 

tZ = 0,04 s) um mehr als 0,2 mm von seiner angestrebten Idealposition abweicht“ 

Es folgt die mathematische Formulierung: 

 min ( , )total i TiK T MS  (5.12) 

unter den Nebenbedingungen: 

  
0,2

0,2

( ( , , , ) 1 *

OSG mm

i Ti B

USG mm

SM T MS t t dx c




   für  0, Zt t ,  0,B Bt L  (5.13) 

 0iT   (5.14) 

Zudem sind für jede der zehn betrachteten Abweichungen zwei weitere Nebenbedingungen 

erforderlich, die sicherstellen, dass die Tolerierung stets innerhalb des Gültigkeitsbereichs 

der Meta-Modelle (siehe Bild 5.14) verbleibt. Es folgen demnach die Nebenbedingungen: 

  , , 0
2

i
ideal i Ti xi MM

T
x MS UG      (5.15) 
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  , , 0
2

i
ideal i Ti xi MM

T
x MS OG     (5.16) 

Hierbei entspricht xideal,i dem Idealwert der jeweiligen abweichungsbehafteten Größe, MSTi 

einer möglichen Mittelwertverschiebung des Toleranzmittenmaßes Ci gegenüber dem Ide-

alwert xideal,i, Ti der jeweiligen Toleranz sowie UGi,MM und OGxi,MM der unteren und oberen 

Grenze des Gültigkeitsbereichs der Meta-Modelle.  

5.6.2 Lösung des Toleranz-Optimierungsproblems 

Die Identifikation der kostenoptimalen Tolerierung erfordert den Einsatz geeigneter Opti-

mierungsalgorithmen, wobei insbesondere die Nichtlinearität der Nebenbedingung nach 

Gleichung (5.13) die Auswahl möglicher Algorithmen erheblich einschränkt. Darüber hin-

aus sind im vorliegenden Fall globale den lokalen Optimierungsalgorithmen vorzuziehen, 

da das Auftreten lokaler Minima der Zielfunktion (Gleichung (5.12)) im Lösungsraum nicht 

ausgeschlossen werden kann [Rom15]. Demnach können nachfolgend u. a. die Partikel-

schwarm Optimierung sowie der Genetische Algorithmus zur Lösung des Optimierungs-

problems Anwendung finden. Nachfolgend werden nun die notwendigen Festlegungen und 

Kennwerte zum Einsatz der Partikelschwarm Optimierung erläutert, wobei auch hier die, in 

Kapitel 4.7.2.1 gegebenen Empfehlungen Berücksichtigung finden. 

Die Einhaltung der Nebenbedingung (Gleichung (5.13)) soll für eine Sampleanzahl von 

n = 1 000 analysiert werden, wobei eine zeitliche Diskretisierung des Bewegungszyklus 

(mit tZ = 0,04 s) in 360 Schritte umzusetzen ist. Hierdurch wird eine vollständige Umdre-

hung der Nockenwelle in Intervalle der Schrittweite von 1° unterteilt. Die effiziente Identi-

fikation der kostenoptimalen Tolerierung wird wesentlich durch die Population des Parti-

kelschwarms (hier: 25 Partikel) sowie definierten Abbruchkriterien des Algorithmus defi-

niert. So wird die Optimierung als erfolgreich beendet, wenn innerhalb von mg = 20 Gene-

rationen die auftretenden Variationen der Zielfunktion sowie der Nebenbedingungen unter-

halb definierter Grenzwerte liegen. Hiermit wird sichergestellt, dass die identifizierte opti-

male Tolerierung mit einer Genauigkeit der Kosten von cZiel = 1e-5 € bzw. der Ausschussra-

te von cNeben = 1e-10 % den gestellten Anforderungen genügt. Abschließend bleibt noch die 

Definition des mehrdimensionalen Suchraums, der durch die Größen aufgespannt wird, die 

als Einträge im Optimierungsvektor gemäß Bild 4.25 zu finden sind. Der Optimierungsvek-

tor umfasst demnach alle zehn zu optimierenden zufälligen Toleranzen Ti (gemäß Tabel-

le 5.1) sowie mögliche Mittelwertverschiebungen MSTi von sieben dieser Toleranzen (ge-

mäß Bild 5.14). Die Festlegung der Grenzen des Suchraums orientiert sich hierbei an den 
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Gültigkeitsbereichen der Meta-Modelle [Rom15] und kann Bild 5.14 entnommen werden. 
Der transponierte Optimierungsvektor (der Dimension 1 x 17) lautet demnach: 

  40 100

, , , , , 40 , 100 ,

...
...

T d S Pos V T NW V v v dF
Opt

T d T S T V T V T v T v T dF

T T T T T T T T T T
v

MS MS MS MS MS MS MS









T
v   (5.17) 

Eine Zusammenstellung der Einstellungen und Kenngrößen der Partikelschwarm Optimie-
rung ist dem Anhang (Kapitel 8.6) zu entnehmen, wobei insbesondere dem Umgang mit 
Partikeln, die den Lösungsraum während der Optimierung verlassen, Beachtung geschenkt 
wird. Die abschließende Anwendung der Partikelschwarm Optimierung löst den vorliegen-
den Toleranz-Kosten-Konflikt innerhalb von 110 Generationen, wobei die Startpopulation 
der 25 Partikel in Voruntersuchungen nach rund 48 Stunden identifiziert wurde. Die Opti-
mierung erfordert hierbei insgesamt 13 Stunden und 8 Minuten auf einem Rechner gegen-
wärtig üblicher Leistung (Intel® i5-3470, 3,2 GHz, 16 GB RAM, Windows 7© 64bit). 

5.6.3 Diskussion der erzielten Ergebnisse 
Die finale Tolerierung unterscheidet sich wesentlich von der ursprünglichen Tolerierung 
des Ventiltriebs – sowohl in Bezug auf die Spezifikation der Toleranzen Ti als auch auf die 
resultierenden Fertigungskosten Ktotal. So geht die Optimierung der Toleranzen mit einer 
Reduktion der Fertigungskosten von 42,55 € auf 27,02 € einher. Tabelle 5.4 stellt die ur-
sprüngliche und die kostenoptimale Tolerierung des Ventiltriebs nochmals gegenüber. 

 

Bild 5.16: Resultierende Häufigkeitsverteilung des Schließmaßes während der vollständigen 
Betriebsdauer TB für die optimierte Tolerierung (n = 10 000 Samples) 

Weiterhin lässt sich bestätigen, dass die optimierte Tolerierung nun gewährleistet, dass zu 
keinem Zeitpunkt tB der Betriebsdauer TB die Ausschussrate von c* = 0,27 % überschritten 
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wird. Demnach erfüllt die Tolerierung sowohl die im Toleranzoptimierungs-Problem defi-

nierte funktionale als auch die wirtschaftliche Forderung im geforderten Maße. Die Einhal-

tung der Grenzen USG = -0,2 mm und OSG = 0,2 mm durch die  3σ-Quantile der resultie-

renden Häufigkeitsverteilung des Schließmaßes (und damit die Einhaltung der geforderten 

Aussschusrate) ist in Bild 5.16 für die vollständige Betriebsdauer TB = 4 000 h dargestellt. 

Tabelle 5.4: Gegenüberstellung der ursprünglichen und der kostenoptimalen Tolerierung 

(blau = Aufweitung der Toleranz; rot = Einengung der Toleranz) 

Zufällige Abweichung Abwzuf,i Toleranz 
Tolerierung 

(vor Optimierung) 
Tolerierung 

(nach Optimierung) 

Abwzuf,1: Nockenexzentrizität Td 11,4 ± 0,010 mm 11,400 ± 0,0575 mm 

Abwzuf,2: Spiel im Nockenwellenlager TS 0,045 ± 0,010 mm 0,045 ± 0,0065 mm 

Abwzuf,3: Positionsabweichung der 

Achse der Schlepphebellagerung  
TPos 0,12 mm 0,103 mm 

Abwzuf,4: Ventillänge TV 140,996 ±0,05 mm 141,026 ± 0,0635 mm 

Abwzuf,5: Rechtwinkligkeitsabwei-

chung von Ventilteller  
T┬ 0,1 mm 0,1004 mm 

Abwzuf,6: Winkelabweichung der No-

ckenwelle 
T<NW ± 0,1 ° ± 0,221 ° 

Abwzuf,7: Dichte des Ventils (bei 20°C) TρV 7,8 ± 0,05 
g
/cm³ 7,623 ± 0,159 

g
/cm³ 

Abwzuf,8: Ölviskosität (bei 40°C)  Tν40 68,4 ± 1,25 
mm²

/s 68,146 ± 4,295 
mm²

/s 

Abwzuf,9: Ölviskosität (bei 100°C) Tν100 11,1 ± 0,5 
mm²

/s 10,312 ± 1,813 
mm²

/s 

Abwzuf,10: Ermüdungsrate der Feder TdF 5,0 ± 1,0 % 1,882 ± 0,8915 % 

Fertigungskosten Ktotal: 42,55 € 27,02 € 

 

Die sukzessive Annäherung der Partikelschwarm Optimierung an die kostenoptimale Tole-

rierung ist insbesondere bei einer detaillierten Betrachtung der Fertigungskosten ersichtlich. 

Bild 5.17 zeigt die jeweils zugehörigen Kosten eines jeden Partikels während der 110 Ge-

nerationen. Während in der ersten Generation (und damit zu Beginn der Optimierung) die 

Fertigungskosten der Startpopulation noch vergleichsweise stark streuen, ist mit zuneh-

mendem Fortschritt der Optimierung (und insbesondere während der letzten 20 Generatio-

nen) sowohl eine Reduzierung der Fertigungskosten aller 25 Partikel als auch ein Annähern 

an das schlussendliche Kostenoptimum zu beobachten. Das Streben der zu optimierenden 

Toleranzen gegen die jeweiligen Werte der kostenoptimalen Tolerierung ist zudem für die 

Toleranz Tv40 und dessen Toleranzmittenmaß in Bild 5.18 zu erkennen. 

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


154 Anwendungsbeispiel: Abweichungsbehafteter Ventiltrieb 

 

Bild 5.17: Resultierende Fertigungskosten Ktotal der 25 Partikel zu jeder Generation 

 

Bild 5.18: Konvergenzverhalten der 25 Partikel für die Toleranz Tv40 und das Toleranzmit-
tenmaß der Ölviskosität (bei 40 °C) während der 110 Generationen 

Abschließend sollen ausgewählte Modifikationen der Tolerierung in Folge der Partikel-
schwarm Optimierung diskutiert und damit das resultierende Ergebnis der statistischen To-
leranzoptimierung näher beleuchtet und nachvollzogen werden: 

 Bereits im WALTER-HILLER-Diagramm der ursprünglichen Tolerierung (Bild 5.15) 
lässt eine signifikante Differenz zwischen der ungleich höheren wirtschaftlichen und 
der vergleichsweise geringen funktionalen Relevanz der Toleranzen TρV, Tν40 und 
Tν100 identifizieren. Demnach ist es nicht verwunderlich, dass die Partikelschwarm 
Optimierung bestrebt ist, eben genannte Toleranzen bestmöglich aufzuweiten. Die-
ses Bestreben ist so ausgeprägt, dass beispielsweise das Mittenmaß der Toleranz TρV 
durch die gezielte Mittelwertverschiebung MST,ρV auf den Wert 7,623 g/cm³ und da-
mit an das arithmetische Mittel des jeweiligen Gültigkeitsbereichs für die Meta-
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Modelle (hier: 7,6 
g
/cm³) gedrängt wird. Lediglich bei der Toleranz TdF ist ein Stre-

ben des Toleranzmittenwerts CT,dF in Richtung geringer Ermüdungsraten zu erken-

nen (vorher: 5 %; nachher: 1,882 %). Dies lässt sich auf die Quantifizierung der 

wirtschaftlichen Auswirkungen einer möglichen Mittelwertverschiebung dieser To-

leranz TdF gemäß der smaller-the-better-Verlustfunktion (siehe Bild 5.14) zurück-

führen. Demnach strebt die Optimierung in Richtung geringerer Kosten und damit 

einer möglichst geringen Ermüdungsrate der Feder. 

 Die Toleranz der Nockenexzentrizität erfährt durch die Optimierung eine enorme 

Aufweitung von ursprünglich Td,vorher = ± 0,01 mm auf Td,nachher = ± 0,0575 mm, die 

sich aus der Lage der Toleranz unterhalb der WALTER-HILLER-Diagonale erschließt. 

Die vergleichsweise starke Aufweitung der Toleranz folgt hierbei aus dem Um-

stand, dass hierdurch ein Wechsel des Fertigungsverfahrens vom vergleichsweise 

kostenintensiven Außenschleifen auf das günstigere Fräsen ermöglicht wird. Dies 

führt somit zu einer Abnahme des Beitragsleisters BL$,Td sowie einer Zunahme des 

statistischen Beitragsleisters BLσ,Td und damit schlussendlich zur gezielten Annähe-

rung der Toleranz Td an die WALTER-HILLER-Diagonale. 

 Während die meisten Toleranzen durch die Optimierung mehr oder weniger starken 

Änderungen unterliegen, erfährt die Rechtwinkligkeitstoleranz T┬ = 0,1 mm nahezu 

keine Anpassung. Dies verwundert nicht, da diese bereits vor der Toleranzoptimie-

rung eine bemerkenswerte Nähe zur WALTER-HILLER-Diagonale aufwies. Hingegen 

folgt aus der Partikelschwarm Optimierung die Aufweitung der Toleranz der Ventil-

länge TV von 0,1 mm auf 0,127 mm. Dies scheint auf den ersten Blick zwar wider-

sprüchlich zur Situation, die das WALTER-HILLER-Diagramm zeigt. Jedoch ist die 

Zunahme dieser Toleranz unumgänglich, da die Tolerierung des Ventils gemäß der 

Hüllbedingung zwingend TV > T┬ erfordert. Die Optimierung trägt dieser Forderung 

Rechnung. Zudem unterliegt die Toleranz der Ventillänge eine Mittelwertverschie-

bung von MSTV = 40,5 µm. Hierdurch wird eine systematische Verschiebung der re-

sultierenden Häufigkeitsverteilung des Schließmaßes während des Ventilhubs in 

Richtung der unteren Spezifikationsgrenze erwirkt. Der Betrag der Mittelwertver-

schiebung entspricht hierbei nahezu exakt der Summe aus der Überschreitung des 

+3σ-Quantils der oberen Spezifikationsgrenze und dem „ungenutzten Sicherheitsab-

stand“ zwischen dem -3σ-Quantil und der unteren Spezifikationsgrenze. Demnach 

führt diese Tolerierung zu der gewünschten Zentrierung der Häufigkeitsverteilung 

des Schließmaßes innerhalb der Spezifikationsgrenzen. 

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


156 Anwendungsbeispiel: Abweichungsbehafteter Ventiltrieb 

Somit kann abschießend festgehalten werden, dass die Modifikationen der ursprünglichen 

Tolerierung in Folge der Partikelschwarm Optimierung zum einen nachvollziehbar und 

schlüssig sind und zum anderen – wie die Reduktion der Fertigungskosten eindrucksvoll 

belegt – schlussendlich in eine kostenoptimale Tolerierung des Ventiltriebs münden. 

Die Anwendung der, im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelten methodischen Vor-

gehensweise zur Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen hat 

sich demnach als bestens geeignete Vorgehensweise erwiesen, die Auswirkungen zufälliger 

und systematischer Toleranzen auf das Bewegungsverhalten des Ventiltriebs eines Vier-

Takt-Verbrennungsmotors während der vollständigen Betriebsdauer fundiert und effizient 

zu analysieren und unter wirtschaftlichen Gesichtspunkten zu optimieren. 
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6 Beurteilung durch Experten aus der industriellen Praxis 

Die erfolgreiche Anwendung der methodischen Vorgehensweise zur Toleranzanalyse 

und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen am Beispiel des Ventiltriebs belegt die 

Leistungsfähigkeit der entwickelten Methoden und deren softwaretechnischer Umsetzung. 

Zudem benennen CAO et al. in ihrem jüngst erschienen Review-Artikel „Key research in 

computer aided tolerancing“ [Cao15] die, im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Tole-

ranzanalyse abweichungsbehafteter Mechanismen als eine der gegenwärtigen Schlüssel-

Forschungsarbeiten des Computer Aided Tolerancing. Sie unterstreichen damit die akade-

mische Relevanz der vorliegenden Arbeit. 

Dennoch ist für eine umfassende und objektive Beurteilung der vorliegenden Arbeit neben 

deren wissenschaftlicher Bedeutung auch das Meinungsbild der industriellen Praxis unver-

zichtbar. So sollen ebenfalls die Meinungen von sechs Experten unterschiedlicher Tätig-

keitsfelder Gehör finden. Hierbei wurde darauf geachtet, dass die Experten Tätigkeitsfel-

dern entstammen, die direkt oder zumindest indirekt mit maßlichen und geometrischen 

Abweichungen und deren Begrenzung durch Maß-, Form- und Lagetoleranzen konfrontiert 

sind. Hierzu wurden diesen Experten nach Abschluss der vorliegenden Forschungsarbeiten 

im Frühsommer 2015 die wesentlichen Inhalte der vorliegenden Arbeit vorgestellt und de-

ren zugehöriges Meinungsbild eingeholt.  

 Experte A: Experte für Vorbereitung, Durchführung und Auswertung von Lebens-

dauerversuchen von Getriebelageranwendungen bei einem Automobil-Zulieferer 

 Experte B: Experte für Konstruktion und Entwicklung von Drehmomentwandlern 

bei einem Automobil-Zulieferer 

 Experte C: Experte für Simulation und Berechnung sowie Unsicherheiten in Ferti-

gung und Montage bei einem Automobil-Zulieferer 

 Experten D und E: Entwicklungsingenieure bei einem Entwicklungsdienstleister der 

Automobilentwicklung 

 Experte F: Experte für statistische Toleranzsimulation und das Toleranzmanage-

ment mit vieljähriger Erfahrung in industriellen Fragestellungen und dem Umgang 

mit Toleranzanalyse-Software 

Die Fragen an die Experten widmen sich hierbei der Notwendigkeit und Anwendbarkeit der 

entwickelten Vorgehensweise in deren Unternehmen, der zu erwartenden Vorteile für das 

Unternehmen sowie einer resümierenden Gesamteinschätzung inklusive der Identifikation 

möglicher Grenzen und Limitierungen als Grundlage für zukünftige Forschungsarbeiten. 
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Die Notwendigkeit der statistischen Toleranzrechnung wird von allen Experten gleicher-

maßen gesehen. So führt Experte A die Auswirkungen von Abweichungen auf die Lebens-

dauer von Getriebelagern als wesentlich an und erläutert zudem, dass Kunden oftmals den 

Wunsch äußern, diese Auswirkungen auf die Lebensdauer bereits frühzeitig zu quantifizie-

ren. Experte B betont die Relevanz von Verschleiß in Getriebesystemen, welcher in gegen-

wärtigen Toleranzanalysen im Sinne einer Worst-Case-Betrachtung allen Maßkettenglie-

dern voll aufgeschlagen wird. Als unverzichtbar sieht Experte C die Betrachtung der ge-

samten Betriebsdauer in statistischen Toleranzanalysen und damit die Berücksichtigung des 

tatsächlichen Anwendungsfalls in Toleranzbetrachtungen, wobei dieser allen voran tempe-

raturbedingte Geometrieänderungen sowie Schwankungen aufgrund variierender Lasten 

anführt. Darüber hinaus stellt dieser nochmals klar: „Wichtig und ausschlaggebend sind 

doch oftmals die Kleinigkeiten, die während des Betriebs zu Problemen führen“. Anhand 

der methodischen Vorgehensweise der vorliegenden Arbeit ließen sich derartige Gegeben-

heiten wesentlich besser identifizieren und damit den besagten Problemen frühzeitig be-

gegnen, so sein Fazit. Abschließend verdeutlichen die Experten D und E die Bedeutung der 

Betrachtung systematischer Abweichungen am Beispiel eines Blechbauteils, welches in der 

Fertigung einem systematischen Beulen unterliegt, das schlussendlich zu einer Mittelwert-

verschiebung des funktionsrelevanten Schließmaßes führt. Der Hersteller des zugelieferten 

Blechbauteils wusste sich hierbei nicht anders zu helfen, als durch drastisch eingeengte 

Fertigungstoleranzen doch noch den geforderten Spezifikationsgrenzen zu genügen. Eine 

Maßnahme, die eindeutig als wirtschaftlich unverantwortlich und unter technischen Ge-

sichtspunkten schlichtweg als falsch zu bezeichnen ist. Vielmehr hätte das Beulen des 

tiefgezogenen Stahlblechbauteils einer PKW-Karosserie durch gezielte Mittelwertverschie-

bungen der Fertigungstoleranzen einfach und effizient ausgeglichen werden können. 

Während die Notwendigkeit einer statistischen Toleranzanalyse von Mechanismen von 

allen Experten ausnahmslos bestätigt wird, ist die direkte Anwendbarkeit der methodischen 

Vorgehensweise im industriellen Alltag nur bedingt gegeben. So betonen die Experten A, 

B, D und E, dass sie möglichst einfache und überschaubare Lösungen bevorzugen, die in 

vergleichsweise kurzer Zeit hilfreiche Ergebnisse liefern. Den größten Nutzen der vorge-

stellten Ansätze der Toleranzanalyse und -synthese sehen die Experten B und C insbeson-

dere in der Vorentwicklung zukünftiger Produkte sowie in der Neukonstruktion, da hier 

zumeist nicht bekannt ist, wo enge Toleranzen erforderlich bzw. weite Toleranzen möglich 

sind. Zudem ist hier üblicherweise auch genug zeitlicher Spielraum, um sich Problemen 

detailliert und mit der notwendigen Aufmerksamkeit zu widmen. Aber auch bei Hoch-

genauigkeitsanwendungen sieht Experte C den Nutzen der vorgestellten Ansätze und weiß 
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dies am Beispiel einer jüngst durchgeführten Optimierung der Toleranzen einer Produktli-

nie des Unternehmens zu belegen. Er schließt hieraus: „Bei bereits sehr ausgereiften Pro-

dukten kann dieser Ansatz wesentlich dazu beitragen, die verbleibenden Möglichkeiten der 

Optimierung des Produktes zu identifizieren“. Bedauerlicherweise werden von den Exper-

ten immer wieder organisatorische Hindernisse angeführt, die einer direkten Anwendung in 

der industriellen Praxis entgegenstehen. So ist die Genehmigung und Einführung neuer 

Software langwierig und aufwändig. Infolge dessen werden von den Experten immer wie-

der Applikationen gewünscht, die in MS Excel
®

 eingebunden werden können. Dies würde 

sowohl auf große Akzeptanz seitens der Anwender stoßen als auch kaum Schwierigkeiten 

bei der Installation auf unternehmenseigenen Rechnern mit sich bringen.  

Die wirtschaftliche Beurteilung der Tolerierung mithilfe des WALTER-HILLER-Diagramms 

wird von den Experten als äußerst sinnvoll und bereits unmittelbar in der industriellen Pra-

xis einsetzbar bewertet. So würde Experte B diese zur „notwendigen Durchsetzung und 

argumentativen Festigung von Maßnahmen zur Kostenreduzierung“ nutzen. Die Experten 

D und E sehen deren Vorteil darin, dass „man endlich ein Gefühl für die wirtschaftlichen 

Konsequenzen der Tolerierung bekommt“. Zudem sieht Experte F das WALTER-HILLER-

Diagramm neben der Schließmaßverteilung, den zugehörigen Prozessfähigkeitsindizes und 

den statistischen Beitragsleistern als unverzichtbares „viertes Ergebnis einer Toleranzana-

lyse“ und empfiehlt dem Autor die Kontaktaufnahme mit den Entwicklern gängiger Tole-

ranzanalyse-Software, um dies alsbald auch zu realisieren. Hiervon würden nach Meinung 

der Experten D und E auch Unternehmen profitieren, die nur auf begrenzte Informationen 

bezüglich der Abhängigkeit der resultierenden Kosten von den geforderten Toleranzen zu-

greifen können. Bereits „eine grobe Abschätzung“ zu einem vergleichsweise frühen Zeit-

punkt in der Produktentwicklung wäre für die Experten D und E von großem Wert, denn 

„nachträglich doch engere Toleranzen zu fordern ist schlichtweg nicht durchsetzbar“. Die 

Toleranzanalyse und -synthese unter Berücksichtigung der gesamten Betriebsdauer sollte 

nach Experte B bereits in der Vorentwicklung etabliert und während der anschließenden 

Produktentwicklung und -realisierung systematisch weitergeführt werden. Dies würde, so 

die Experten B und C, nicht nur zu weniger Qualitätsproblemen und damit einem besseren 

Produkt führen, sondern auch wesentlich zum konstruktiven Miteinander aller beteiligten 

Disziplinen (Konstruktion, Fertigung, Montage und Messtechnik, Einkauf etc.) beitragen. 

Ein „Mitreifen“ der Toleranzsimulationen abweichungsbehafteter Mechanismen ist nach 

Meinung des Experten B äußerst erstrebenwert und wird ebenfalls von Experten C wie 

folgt befürwortet „Irgendwann sind die Grenzen der statischen Toleranzanalyse erreicht. 

Dann muss sich die Analyse in Richtung des Betriebs bewegen, um noch weitere Verbesse-
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rungen des Produktes zu erzielen“. Demnach sprechen die sechs Experten der methodi-

schen Vorgehensweise zur statistischen Toleranzanalyse und -synthese abweichungsbehaf-

teter Mechanismen einen bedeutsamen Nutzen für die industrielle Praxis zu. 

Dennoch sehen die Experten auch weiterhin die Notwendigkeit der Fortführung industriel-

ler Entwicklungen und akademischer Forschungsarbeiten, um das Toleranzmanagement in 

deutschen Unternehmen zu etablieren und sukzessive auszubauen. Auf zwei hierbei ge-

nannte Aspekte soll im Folgenden näher eingegangen werden. 

 Die Grenzen des technisch Machbaren sind selbst für die weit verbreiteten Ferti-

gungsverfahren (Bohren, Drehen, Fräsen etc.) nicht eindeutig definiert. Es fehlt dem 

Ingenieur somit schlichtweg die Kenntnis, welche Genauigkeit mit welchem Ferti-

gungsverfahren erreicht werden kann. Die Experten D und E formulieren demnach 

das gegenwärtige Dilemma „Es bringt nichts, wenn das Einzelteil mit dem ange-

dachten Verfahren gar nicht gefertigt werden kann“. Dies wirkt sich auch unmittel-

bar auf die Ergebnisse einer Toleranzoptimierung aus, da auch Toleranz-Kosten-

Modelle nur innerhalb der erreichbaren Genauigkeit des jeweiligen Fertigungsver-

fahrens Gültigkeit besitzen. Die Festlegung des unteren Grenzwertes Tlim in Glei-

chung (2.34) ist demnach gegenwärtig nicht adäquat möglich. 

 Zumeist finden in statistischen Toleranzsimulationen die Einzelteiltoleranzen als 

normalverteilte oder gleichverteilte Abweichungen Berücksichtigung. Jedoch wird 

dies von den Experten D und E als nicht universell gültig angesehen. Informationen 

bezüglich der statistischen Kenngrößen einer Abweichung stehen wenn überhaupt, 

nur vergleichsweise spät (meist erst nach der Fertigung einer Kleinserie an Prototy-

pen) in der Produktentwicklung zur Verfügung. Demnach geht die Annahme einer 

Normalverteilung oder Gleichverteilung stets mit einem Fehler einher. Die Experten 

sehen somit die Notwendigkeit, explizite Empfehlungen zur fundierten Festlegung 

der Wahrscheinlichkeitsverteilungen für zufällige Abweichungen zu entwickeln und 

geeignet bereitzustellen. 
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7 Zusammenfassung und Ausblick 

Der deutsche Maschinenbau als einer der wichtigsten deutschen Industriezweige stellt eine 

unverzichtbare Komponente des Wirtschaftsmotors Deutschland dar. Produkte deutscher 

Unternehmen genießen weltweites Ansehen und setzen Standards in Präzision, Beständig-

keit und Qualität. Hieraus erwächst die Verantwortung für Unternehmen den vielfältigen 

Auswirkungen auf Qualität, Beständigkeit und Präzision ihrer Produkte und Prozesse fort-

während Beachtung zu schenken.  

Hierbei wird insbesondere maßlichen und geometrischen Abweichungen, die aufgrund der 

Nichterreichbarkeit einer ideal maßhaltigen Fertigung unvermeidbar sind, eine herausra-

gende Bedeutung zugeschrieben. So bekräftigen über 92 % befragter Unternehmen die Be-

deutung möglichst maßhaltiger Produkte für deren Unternehmenserfolg. Dies überrascht 

nicht, hält man sich vor Augen, dass in mehr als der Hälfte aller Unternehmen mindestens 

jedes zweite Problem in Fertigung, Montage und Gebrauch der Produkte auf Abweichun-

gen zurückzuführen ist. Demnach stehen Unternehmen jeden Tag aufs Neue vor der ver-

antwortungsvollen Aufgabe, die Auswirkungen von Abweichungen auf ein Produkt und 

dessen Funktionalität während des folgenden Gebrauchs zu analysieren und durch die ge-

eignete Tolerierung der Einzelteile möglichst kostenoptimal zu gewährleisten.  

Die akademische Forschung im Bereich des Toleranzmanagements leistet demnach seit 

vielen Jahren einen wichtigen Beitrag zur Qualität von Produkten und damit schlussendlich 

zum Erfolg deutscher Unternehmen und deren Produkte. Nichtsdestotrotz klafft nach 

WARTZACK et al. auch gegenwärtig noch eine „Lücke zwischen den aktuellen Herausforde-

rungen in Industrie und Forschung“ [War13a], die sich insbesondere bei der Tolerierung 

und der Toleranzsimulation abweichungsbehafteter Mechanismen zeigt. Hierbei konnten zu 

Beginn der vorliegenden Arbeit die folgenden Herausforderungen identifiziert werden: 

 Die Berücksichtigung von Wechselwirkungen zwischen Abweichungen und deren 

Auswirkungen auf das Bewegungsverhalten abweichungsbehafteter Mechanismen 

im Betrieb war nur bedingt möglich. 

 Die Integration systematischer Abweichungen in Toleranzsimulationen war nur für 

ausgewählte Abweichungen und unter enormen numerischen Aufwänden möglich. 

 Die statistische Toleranzanalyse der gesamten Betriebsdauer eines abweichungsbe-

hafteten Mechanismus mit höherwertigen Gelenken sowie die Identifikation der 

hierfür kostenoptimalen Tolerierung (Toleranzsynthese) waren nicht möglich. 

 Eine Empfehlung für die vollständige Dokumentation und Visualisierung statisti-

scher Toleranzsimulationen abweichungsbehafteter Mechanismen bestand nicht. 
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Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde eine methodische Vorgehensweise vorgestellt, 

die sich dem soeben genannten Handlungsbedarf stellt und hierfür notwendige Methoden 

und Werkzeuge entwickelt sowie diese in systematischer Abfolge dem Toleranzingenieur 

bereitstellt. Hierbei sind drei zentrale Tätigkeiten anzuführen. 

Die Notwendigkeit der Toleranzanalyse eines abweichungsbehaften Mechanismus wird 

zumeist während der Produktentwicklung durch den verantwortlichen Konstrukteur identi-

fiziert und durch die Bereitstellung relevanter Informationen – hierbei insbesondere der zu 

analysierenden Tolerierung – initiiert. Durch die systematische Vorgehensweise ist es dem 

Toleranzingenieur fortan möglich, sowohl Wechselwirkungen zwischen Abweichungen als 

auch höherwertige Kontakte durch die gezielte Verkettung modifizierter Transformations-

matrizen bei der Formulierung der Schließmaßgleichung zu berücksichtigen. Darüber hin-

aus gestattet der Einsatz von Meta-Modellen die ressourcenarme Integration signifikanter 

systematischer Abweichungen (z.B. thermische Dehnung, Verschleiß, Abplattung). Die 

bedeutsamste Entwicklung der vorliegenden Arbeit sieht der Autor in der Modifikation der 

Toleranzanalyse-Methode. Durch die Berücksichtigung des jeweiligen Betriebszeitpunkts 

bei der Generierung der Samples, ist fortan die Toleranzanalyse für die gesamte Betriebs-

dauer des betrachteten Mechanismus – bei nahezu gleichbleibenden numerischen Aufwän-

den – möglich. Die Toleranzanalyse wird zudem durch die Empfehlung einer Ergebnisvisu-

alisierung und -dokumentation statistischer Toleranzsimulationen komplettiert. 

Die wirtschaftliche Beurteilung einer bestehenden Tolerierung wird im Rahmen der entwi-

ckelten Vorgehensweise durch die Visualisierung mittels des WALTER-HILLER-Diagramms 

unterstützt. Hierdurch ist der Toleranzingenieur in der Lage „auf einen Blick“ und damit 

binnen Sekunden die Kostenoptimalität der bestehenden Tolerierung zu beurteilen und so-

mit ggf. die Notwendigkeit einer statistischen Toleranzsynthese zu begründen. 

Die Bestimmung der kostenoptimalen Tolerierung eines Mechanismus erfordert die Lösung 

eines signifikant zeitabhängigen Optimierungsproblems, wobei im Rahmen der Arbeit drei 

mögliche Szenarien einer kostengetriebenen Toleranzoptimierung entwickelt und diskutiert 

wurden. Der Einsatz geeigneter Optimierungsalgorithmen (z.B. die Partikelschwarm Opti-

mierung als populärer Vertreter globaler Optimierungsalgorithmen) zur Lösung des viel 

zitierten Toleranz-Kosten-Konflikts „so eng wie nötig, so weit wie möglich“ wurde hierbei 

vom Autor empfohlen und in die entwickelte Vorgehensweise eingebunden.  

Die Leistungsfähigkeit der Toleranzanalyse und -synthese des gesamten Betriebsverhaltens 

eines Mechanismus konnte zudem am Beispiel eines abweichungsbehafteten Ventiltriebs 

verdeutlicht und belegt werden. Zudem ist festzuhalten, dass trotz der enormen Komplexität 
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des Demonstrators sowohl die Toleranzanalyse (mit einer Dauer von rund 8 Sekunden 

[Rom15]) als auch die ungemein aufwändigere Toleranzoptimierung (Dauer: ca. 13h) be-

reits in der jetzigen Form den Anforderungen des industriellen Einsatzes bestens genügen. 

Das vornehmlich positive Feedback von ausgewählten Experten aus der industriellen Praxis 

bezüglich der Signifikanz dieser Arbeit, der Leistungsfähigkeit der entwickelten Methoden 

und Werkzeuge sowie in Hinblick auf zu erwartende Vorteile für das Unternehmen erfreut 

den Autor. Nichtsdestotrotz stehen Wissenschaftler und Anwender auch weiterhin vor be-

deutsamen Forschungs- und Entwicklungsbedarf hinsichtlich der Toleranzanalyse 

und -synthese abweichungsbehafteter Mechanismen.  

Hier ist insbesondere die Entwicklung von Toleranz-Kosten-Modellen, die den gegenwärti-

gen Stand des technisch Machbaren abbilden, anzuführen. Die Identifikation der kostenop-

timalen Tolerierung wird signifikant durch die der Optimierung zugrunde liegenden Tole-

ranz-Kosten-Modelle definiert. Demnach ist die Bereitstellung von fundierten und abgesi-

cherten Toleranz-Kosten-Modellen sowohl für bewährte Fertigungsverfahren (jedoch in der 

gegenwärtig erreichbaren Genauigkeit) als auch für neue Fertigungsverfahren (z. B. Additi-

ve Fertigung, Blechmassivumformen) essentiell für die industrielle Anwendbarkeit und 

Akzeptanz der Toleranzoptimierung. Weiterhin ist festzuhalten, dass Unternehmen einfache 

und dennoch leistungsfähige Methoden und Werkzeuge zur Toleranzsimulation fordern - 

Zeit ist ein rares Gut in der industriellen Praxis. Umso mehr ist demnach, nach Einschät-

zung des Autors, die automatisierte Formulierung der vektoriellen Schließmaßgleichung 

voranzutreiben. Zwar existieren bereits Ansätze, die jedoch spätestens in der praktischen 

Anwendung an deren Grenzen stoßen. So würde ein Werkzeug, mittels welchem der Tole-

ranzingenieur die Einzelteile des Systems durch vordefinierte, abweichungsbehaftete Ge-

lenk-Bausteine verbinden und darüber hinaus weitere standardisierte Abweichungs-

Bausteine ergänzen kann, enorme Aufmerksamkeit und auch Verbreitung erfahren. Erste 

Vorarbeiten hierzu [Kru13] scheinen vielversprechend. Durch die fortan mögliche Betrach-

tung der vollständigen Betriebsdauer in statistischen Toleranzsimulationen können nun 

auch Strategien bzgl. Wartung und Instandhaltung technischer Systeme Berücksichtigung 

in der Toleranzrechnung finden. So wird der Festlegung von Wartungsintervallen (z. B. der 

obligatorische Ölwechsel am Fahrzeug) sowie Strategien zum geplanten Austausch von 

Verschleißteilen (z. B. begrenzte Lebensdauer des Zahnriemens eines Verbrennungsmotors) 

bereits enorme Aufmerksamkeit in Forschung und Industrie geschenkt. Vielversprechend 

erscheint dem Autor hier eine zunehmende Verknüpfung des Toleranzmanagements mit 

den Forschungsarbeiten zur Technischen Zuverlässigkeit (engl. Reliability Engineering). 
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8 Anhang 

8.1 Fragebogen 

 

 

Bild 8.1: Seite 1 des Fragebogens zur „Bedeutung von Abweichungen und Toleranzen“ 
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Bild 8.2: Seite 2 des Fragebogens zur „Bedeutung von Abweichungen und Toleranzen“ 
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Bild 8.3: Seite 3 des Fragebogens zur „Bedeutung von Abweichungen und Toleranzen“ 
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Bild 8.4: Seite 4 des Fragebogens zur „Bedeutung von Abweichungen und Toleranzen“ 
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8.2 Beschreibung des Ventiltriebs und dessen Einzelteile 

Zylinderkopf und Zylinderkopfdeckel 

Material ALZn4,5Mg1 

 

Dichte 2,78 
kg

/dm³ 

Masse 6,619 kg / 0,983 kg 

Durchmesser des Nockenwellenlagers 25 mm 

Breite des Nockenwellenlagers 20 mm 
 

Nockenwelle 

Material GS-60 

 

Dichte 7,8 
kg

/dm³ 

Masse 0,969 kg 
 

Schlepphebel 

Material AlCu4SiMg 

 

Dichte 2,79 
kg

/dm³ 

Masse 0,036 kg 

E-Modul 73 000 
N
/mm² 

Querkontraktionszahl 0,32 
 

Stößel 

Material X45CrSi93 

 

Dichte 7,8 
kg

/dm³ 

Masse: 0,014 kg 

E-Modul (bei 15 °C) [Eng15a] 200 000 
N
/mm² 

Querkontraktionszahl 0,3  
   

Ventilfeder 

Material Federstahl 

 

Dichte 7,8 
kg

/dm³ 

Masse 0,075 kg 

Dämpfungskoeffizient (für MKS) 5e-3 
Ns

/mm 

Vorspannung 

D0 = 48,986 
N
/mm  

(bei Vorspannung 

von 24,493 mm) 
 

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


Anhang 169 

Ventil, Ventilteller und Ventilkeile 

Material 

Kopfstück: 

X53CrMnNiN219 

Schaftstück: 

X45CrSi93 

 

Dichte (Nennwert) 7,8 
kg

/dm³ 

E-Modul (bei 15 °C) [Eng15a] 217 460 
N
/mm² 

Querkontraktionszahl 0,3  

Gesamtmasse 0,075 kg 

Wärmeausdehungskoeffizient αVentil  
51,2 10 K

-1
 

 

Auftretende zufällige Abweichungen 

Abwzuf,1: Maßabweichung der  

Nockenexzentrizität 

Abwzuf,2: Maßabweichung  

des Spiels im Nockenwellenlager 

 
 

  

Abwzuf,3: Positionsabweichung  

der Achse der Schlepphebellagerung 

Abwzuf,6: Winkelabweichung  

der Nockenwelle 

 

 

 

Abwzuf,4:  

Maßabweichung der Ventillänge 

Abwzuf,5: Rechtwinkligkeitsabweichung des 

Ventiltellers zur Ventillängsachse 

 

 

Δd = 11,4  0,01 d
N

W

dGL = 25

dNW = dGL – SNW

SNW = 0,045  0,01

ATPos = ø0,12 B

A

B

43,5

3
2

,4
6

φNW (φKW =0 )  = 45  0,1 

A

lV = 141,006 
+ 0,03
– 0,07

AT┬ = 0,1┴

E
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8.3 Vollständige Formulierung der Schließmaßgleichung 

Im Folgenden wird die vollständige Formulierung der Schließmaßgleichung erfasst. Hierzu 

werden sowohl für das Hauptsystem als auch das Nebensystem des Ventiltriebs (nach Bild 

5.4) die erforderlichen Transformationsmatrizen zur Beschreibung der abweichungsbehaf-

teten Bauteile mitsamt ihrer nieder- und höherwertigen Gelenke entwickelt. Die hierfür 

erforderlichen körperfesten Koordinatensysteme werden jeweils gekennzeichnet sowie die 

auftretenden zufälligen und systematischen Abweichungen durch zusätzliche Vektoren in 

der Vektorkette berücksichtigt. 

8.3.1 Vektorkette des Hauptsystems 

8.3.1.1 Transformation: KOS1 KOSglob (Positionsabweichung TPos) 

Die Positionstoleranz TPos der Achse der Schlepphebellagerung führt im planaren Fall zu 

einer kreisrunden Toleranzzone für die tolerierte Achse. Demnach eignen sich zur Be-

schreibung der translatorischen Abweichung Polarkoordinaten. Hierbei entspricht tPos dem 

Betrag der Abweichung, während durch den Winkel φPos die jeweilige Richtung der Ab-

weichung definiert wird. Es gelten  0; 2Pos Post T  und [0 ,360 ]Pos    .  

  

Bild 8.5: Positionsabweichung der Schlepphebellagerung: Überführung des körperfesten 

KOS1 in das globale Referenzkoordinatensystem KOSglob nach [Wei13] 

8.3.1.2 Transformationen: KOS3 KOS2 und KOS2 KOS1 (Stößel  Schlepphebel) 

Das körperfeste KOS3 des Stößels ist gegenüber dem KOS1 verschoben und verdreht (siehe 

Bild 8.6). Demnach ist zur Überführung des KOS3 in das KOS1 zunächst eine Translation 

des KOS3 um die Länge des Schlepphebels lSH (entlang der x-Achse des KOS2) erforderlich. 

Anschließend wird das KOS2 anhand einer Rotation um die z-Achse (des KOS1) mit den 

Winkel φ in das KOS1 überführt (KOS3 KOS2). Die Länge des Schlepphebels beträgt 

hierbei lSH = 73,883 mm. Der Rotationswinkel φ wird hierbei, wie bereits in Kapitel 5.3.1.1 

Ø
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erläutert, über die Vektorkette im Nebensystem bestimmt. Bild 8.6 verdeutlicht die beiden 

Transformationen und nennt die zugehörigen Matrizen. 

  

Bild 8.6: Überführung des körperfesten KOS3 des Stößels in das körperfeste KOS1 der 

Schlepphebellagerung nach [Wei13] 

8.3.1.3 Transformation: KOS4 KOS3 (elastische Deformation des Schlepphebels) 

Die elastische Deformation des Schlepphebels wird durch eine translatorische Verschie-

bung eines körperfesten Punktes des Schlepphebels abgebildet. Hierbei werden Betrag und 

Richtung der Verschiebung durch die Komponenten DefX und DefY der Deformation ent-

lang der beiden Achsen des KOS4 bestimmt. Bild 8.7 zeigt die notwendige Überführung des 

KOS4 (deformierter Schlepphebel) in das KOS3 (des nicht-deformierten Schlepphebels) und 

benennt die zugehörige translatorische Transformationsmatrix. 

  

Bild 8.7: Überführung des körperfesten KOS4 des deformierten Stößels in das körperfeste 

KOS3 des undeformierten Stößels nach [Wei13]  

8.3.1.4 Transformationen: KOS7 KOS4 (Kontakt Schlepphebel / Ventil – Teil 1) 

Die Repräsentation des höherwertigen Kontaktes zwischen dem Stößel und dem Ventil er-

folgt anhand mehrerer Transformationsmatrizen. Hierbei liegt der Ursprung des KOS7 stets 

3 2

1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

SH

KOS KOS

l

M 

 
 
 
 
 
 

y1

x1

2 1

cos( ) sin( ) 0 0

sin( ) cos( ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

KOS KOSM

 

 


 
 
 
 
 
 

+

φ

4 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

X

Y

KOS KOS

Def

Def
M 

 
 
 
 
 
 

y3

x3

y4

x4

+

D
ef

Y

-
DefX

deformierter Schlepphebel

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


172 Anhang 

im Kontaktpunkt zwischen dem Ventil und der Halbkugel des Stößels. Die Transformation 

des KOS7 (köperfest am Ventil) in das KOS6 (körperfest am Stößel) erfolgt hier durch eine 

Rotation um die z6-Achse mit den Winkel (5°- φ). Der Wert 5° entspricht hierbei dem kon-

struktionsbedingten Winkel zwischen der Ventillängsachse und der yglob-Achse. Anschlie-

ßend wird das KOS6 durch eine Translation um den Betrag (rSt – δel) in das KOS5 überführt, 

welches im Mittelpunkt der Halbkugel des Stößels ihren Ursprung hat. Hierbei entspricht 

rSt = 4,0 mm dem Radius der Halbkugel und δel der elastischen Abplattung des Stößels 

(siehe Kapitel 8.3.3.3). Die verbleibende Transformation des KOS5 ins KOS4 erfordert eine 

Translation um w = 2 mm. Der Wert w folgt hierbei aus der Geometrie des Stößels und ist 

nicht abweichungsbehaftet. Bild 8.8 kennzeichnet die genannten Koordinatensysteme und 

stellt die zugehörigen Transformationsmatrizen zusammen. 

  

Bild 8.8: Überführung des körperfesten KOS7 des Ventils in das körperfeste KOS4 des Stößels 

nach [Wei13]  

8.3.1.5 Transformation: KOS8 KOS7 (Kontakt Schlepphebel / Ventil – Teil 2) 

Die Überführung des körperfesten KOS8 in das körperfeste (jedoch nicht ortsfeste) KOS7 

wird durch eine weitere Translation entlang der x7-Achse erreicht. Diese dient der mathe-

matischen Beschreibung der Verschiebung des Kontaktpunktes zwischen Stößel und Ven-

tilstirnfläche. Betrag und Vorzeichen der Translation sind hierbei jedoch stark von der vor-

liegenden Stellung der Ventiltriebskomponenten und damit den bereits definierten Trans-

formationen abhängig. Unter Berücksichtigung der geometrischen Gegebenheit, dass bei 

einem Winkel φ = 5°, die KOS7 und KOS8 zur Deckung kommen (sowie die Ventillängs-

achse und die Rotationsachse der Stößelhalbkugel zusammenfallen), ergibt sich die in Bild 

8.9 genannte Transformationsmatrix. 
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Bild 8.9: Überführung des körperfesten KOS8 des Ventils in das körperfeste KOS7 im Mittel-

punkt der Ventilstirnfläche nach [Wei13]  

8.3.1.6 Transformation: KOS9 KOS8 (temperaturabhängige Ventillänge) 

Die Überführung des körperfesten Koordinatensystems KOS9 (verankert im Mittelpunkt der 

Ventiltellerfläche) in das körperfeste KOS8 (verankert im Mittelpunkt der Ventilstirnfläche) 

wird durch eine Translation entlang der negativen y8-Achse um die tatsächliche Länge des 

Ventils beschrieben. Diese entspricht der (abweichungsbehafteten) Ventillänge lV zuzüglich 

der thermisch bedingten Änderung der Ventillänge ΔlV,Temp. Hierbei entspricht ΔlV,Temp > 0 

einer temperaturbedingten Längung und ΔlV,Temp < 0 einer temperaturbedingten Verkürzung 

des Ventils aufgrund der jeweils vorherrschenden Betriebstemperatur ϑ. 

 

Bild 8.10: Überführung des körperfesten KOS9 im Mittelpunkt des Ventiltellers in das körper-

feste KOS7 im Mittelpunkt der Ventilstirnfläche nach [Wei13]  

8.3.1.7 Transformationen: KOS12 KOS9 (Rechtwinkligkeitsabweichung des Ventiltellers) 

Die Rechtwinkligkeitsabweichung des Ventiltellers stellt dem Ventilteller (im Fall einer 

zwei-dimensionalen Betrachtung) zwei Freiheitsgrade im Raum. So kann die Ventilteller-

fläche entlang der x9-achse (innerhalb der Toleranzzone) gegenüber deren Nominallage 

verschoben sein. Zudem gestattet die Rechtwinkligkeitsabweichung eine (von der vorher-

gehenden Verschiebung abhängige) Rotation der Ventiltellerfläche um die z10-Achse. Hier-

bei ist jedoch wesentlich, dass die auftretende Translation und die Rotation im Zusammen-

spiel nicht dazu führen dürfen, dass der Ventilteller die Toleranzzone überschreitet. Dem-
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nach sind zwei Transformationsmatrizen (jeweils eine für Translation und für Rotation) der 

Ventiltellerfläche (mit dem Durchmesser dVT = 36,8 mm) erforderlich. Die verbleibende 

zwölfte Transformation bindet den relevanten Punkt P in die Schließmaßgleichung mit ein. 

Die Toleranzzone der Rechtwinkligkeitsabweichung, die hierdurch zulässigen Translation 

und Rotation dieser, der Punkt P sowie die zugehörigen Transformationsmatrizen sind Bild 

8.11 zu entnehmen. 

 

Bild 8.11: Überführung des Punktes P (im Ursprung des KOS12) in das körperfeste KOS7 im 

Mittelpunkt der nicht abweichungsbehafteten Ventiltellerfläche nach [Wei13] 

Der Punkt P des Ventils hat für den idealen (also nicht abweichungsbehafteten) Ventiltrieb 

während der Nockenwellenintervalle nachfolgende Koordinaten im globalen Koordinaten-

system KOSglob: xglob,P,ideal = 67,900 mm und yglob,P,ideal = -139,502 mm. 

8.3.2 Vektorkette des Nebensystems 

Analog dem Hauptsystem ist ebenfalls ein Vektorzug im Nebensystem erforderlich. Dieser 

Vektorzug dient der Beschreibung des Punktes P‘ im globalen Koordinatensystem und da-

mit der Berechnung des zeitlichen Verlaufs des Winkels φ, welcher maßgebend für die Be-

wegung von Schlepphebel und Ventil im Hauptsystem ist. Nachfolgend werden die Trans-

formationsmatrizen im Nebensystem entwickelt. 

8.3.2.1 Transformation: KOS13 KOSglob (Nockenwellenlager) 

Die Überführung des KOS13, welches im Mittelpunkt des Nockenwellenlagers im Zylinder-

kopf seinen Ursprung hat, in das globale Koordinatensystem KOSglob wird durch eine 

Translation um xNW = 43,5 mm und yNW = 34,45 mm entlang der x- und y-Achse des globa-

len Koordinatensystems erreicht. Bild 8.12 zeigt die maßliche Situation im Zylinderkopf 

und benennt die zugehörige Transformationsmatrix. 
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Bild 8.12: Überführung des KOS13 (körperfest im Mittelpunkt des Nockenwellenlagers des 

Zylinderkopfs) in das globale Koordinatensystem KOSglob nach [Wei13]  

8.3.2.2 Transformation: KOS14 KOS13 (hydrodynamische Verlagerung der Nockenwelle) 

Die hydrodynamische Verlagerung der Nockenwelle in der Gleitlagerung des Zylinderkop-

fes wird durch Polarkoordinaten (normierter Betrag ε bzw. Absolutbetrag tVerl und Richtung 

δ, siehe Kapitel 8.3.3.2) beschrieben. Die Überführung des KOS14, welches auf der Rotati-

onsachse der Nockenwelle liegt, in das KOS13, welches im Mittelpunkt des Nockenwellen-

lagers im Zylinderkopf verankert ist, erfordert damit eine Translation des Koordinatensys-

tems (siehe Bild 8.13). 

 

Bild 8.13: Repräsentation des hydrodynamischen Verlagerung der Nockenwelle: Überführung 

des KOS14 (körperfest in Rotationsachse der Nockenwelle) in das Koordinatensystem 

KOSglob (im Mittelpunkt des Nockenwellenlagers des Zylinderkopfs) nach [Wei13]  

8.3.2.3 Transformationen: KOS16 KOS14 (Abweichung der Nockenwellenexzentrizität) 

Die Überführung des KOS16 (Ursprung im Mittelpunkt des kleinen Nockenradius) in das 

KOS14, dessen Ursprung auf der Rotationsachse des Grundkreises der Nockenwelle liegt, 

erfordert zwei Transformationen (siehe Bild 8.14). Die Rotationsmatrix beschreibt die Ro-

tation der Nockenwelle, die durch den zeitabhängigen Winkel φNW in die Schließmaßglei-
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chung eingeht. Die Translation um die abweichungsbehaftete Nockenexzentrizität Δd über-

führt das KOS16 in das (mit der Nockenwelle rotierende körperfeste) KOS15. Der Nocken 

der Nockenwelle hat hierbei eine kreisrunde Kontur mit dem Radius rNW,kl = 10 mm, wäh-

rend der Grundkreis der Nockenwelle einen Radius von rNW,gr = 15,2 mm aufweist.  

 

Bild 8.14: Überführung des (körperfesten und mit der Nockenwelle rotierenden) KOS16 in das 

(körperfeste, aber nicht mit der Nockenwelle rotierende) KOS14 nach [Wei13]  

8.3.2.4 Beschreibung des Punktes P‘ im KOS16 

Die verbleibende translatorische Transformationsmatrix dient der Beschreibung des Punk-

tes P‘ im KOS16 (körperfestes KOS der Nockenwelle). Bild 8.15 zeigt die Kontaktsituation 

sowie alle Maße und Winkel nach [Epp12, Wei13]. 

 

Bild 8.15: Beschreibung des Punktes P‘ im körperfesten KOS16 der Nockenwelle nach [Wei13]  
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Die vektorielle Beschreibung des Punktes P‘ im KOS16 lautet 
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Hierbei entsprechen g =14 mm dem senkrechten Abstand der Kontaktfläche des 
Schlepphebels mit der Nocke und der Mittelpunkt der Schlepphebellagerung sowie k(tB) 
dem, zum gegenwärtigen Betriebszeitpunkt tB vorliegenden Verschleiß des Schlepphebels 
(gemäß Gleichung (5.8)). Zudem ist der Winkel τ erforderlich, der die gegenwärtige Aus-
richtung der Nockenwelle gegenüber dem Schlepphebel und damit die resultierende Bewe-
gung der Bauteile des höherwertigen Kontakts beschreibt. Zur Bestimmung des Winkels τ 
sind eine Reihe von weiteren Berechnungen sowie zusätzliche Maße und Winkel (siehe 
Bild 8.15) erforderlich, auf die nachfolgend eingegangen wird. Hierbei gilt: 

 ,( )w NW NW NW auf w          (8.2) 

Die Bestimmung der einzelnen Größen dieser Formelzusammenhangs ist Gegenstand der 
nachfolgenden Ausführungen.  

Öffnungswinkel der Nocke γw 

Der Öffnungswinkel der Nocke ist gemäß 
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zu ermitteln, wobei Δd der tolerierten Nockenexzentrizität (siehe Tabelle 5.1) entspricht.  

Winkel φNW,ab und φNW,ab des Kontakts Nocke/Schlepphebel 

Der Nockenwinkel φNW,auf entspricht dem Nockenwinkel, bei welchem der Nocken auf dem 
Schlepphebel aufsetzt, d. h. erstmals Kontakt zwischen beiden Bauteilen entsteht. Der zu-
gehörige Winkel φNW,ab entspricht demnach dem Nockenwinkel, bei welchem der Kontakt 
zwischen Nocke und Schlepphebel abreißt. Die Bestimmung der Winkel φNW,auf und φNW,ab 
erfolgt für ein Ventilspiel von sV = 0,029 mm gemäß den beiden folgenden Gleichungen 
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wobei der erforderliche Winkel βw in Abhängigkeit des Nockenwinkels φNW und damit der 

jeweils vorliegenden Kontaktsituation von Schlepphebel und Nockenwelle wiefolgt zu be-

stimmen ist. 
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Winkel δw 

Der noch verbleibende unbekannte Winkel δw entspricht der Differenz der beiden Winkel 

βw und εw, wobei Erstgenannter aus Gleichung (8.7) folgt und Letztgenannter anhand trigo-

nometrischer Zusammenhänge (siehe Bild 8.15) bestimmt werden kann. Es gilt demnach: 
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8.3.3 Details zur Berechnung ausgewählter systematischer Abweichungen und 

relevante Kenngrößen 

8.3.3.1 Elastische Mehrkörpersimulation 

Die Bestimmung der elastischen Deformation des Schlepphebels DefX und DefY erfolgte im 

Rahmen der vorliegenden Arbeit mit Hilfe elastischer Mehrkörpersimulationen. Die Kom-

ponenten des Ventiltriebs unterliegen im Betrieb bei einer Drehzahl der Nockenwelle von 

1 500 min
-1

 noch einer Druckbelastung der Ventile, die aus der exothermen Verbrennung 

des Kraftstoff-Luft-Gemischs im Brennraum resultiert. Im Rahmen der Simulationen wurde 

der Druckverlauf während der vier Takte nach [Wal09, Stu11] herangezogen (Bild 8.16). 

 

Bild 8.16: Druckbelastung des Ventils aufgrund der Verbrennung nach [Wal09, Stu11] 

Zur Entwicklung einer Mehrkörpersimulation des Ventiltriebs mit einem elastischen 

Schlepphebel wurde auf die „Modalreduktion“ zurückgegriffen. Hierfür wurden zunächst 

die Geometrien aller Bauteile des Ventiltriebs in Form des CAD-Datensatzes in die Simula-

tionsumgebung eingebunden. Der starre Schlepphebel wurde im Anschluss gemäß der Mo-

dalreduktion [Vaj09] durch ein Finite-Elemente-Modell ersetzt. Hierzu war zuvor eine Mo-

dalanalyse des Schlepphebels erforderlich, deren Ergebnisse im software-spezifischen Da-

teiformat *.mnf abgespeichert wurden. Der Schlepphebel konnte anschließend (in Form der 

.mnf-Datei) in die Simulation eingebunden werden. Folgende Einstellungen der Modellbil-

dung und Simulation (Solver) in MSC Adams wurden verwendet: 

 Anzahl der Schritte: 360 (entspricht einem Winkelschritt der Nockenwelle von 1°) 

 Art der Simulation:   Dynamics 

 Integrator:    GSTIFF 

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

0 90 180 270 360 450 540 630 720

D
ru

ck
 P

K
in

 b
a

r

Kurbelwinkel φKW in  

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


180 Anhang 

 Formulation:    I3 

 Corrector:    Original 

 Error:     10
-6

 

 Hmax:     10
-5

 

 Interpolate:    Nein 

 Kmax:     12 

 Maxit:    10 

8.3.3.2 Hydrodynamische Verlagerung der Nockenwelle in einem geschmierten Gleitlager 

Die Verlagerung der Nockenwelle in ölgeschmierten Gleitlagern des Zylinderkopfes wurde 

anhand der Zapfenverlagerungsbahn nach HOLLAND [Hol59] ermittelt. Diese basiert auf 

der Beschreibung der relativen Exzentrizität ε und der Verlagerungsrichtung δ in einem 

hydrodynamischen Gleitlager. Bild 8.17 zeigt den, im Gleitlager entstehenden Druckverlauf 

und kennzeichnet die relative Exzentrizität ε sowie den zugehörigen Verlagerungswinkel δ. 

 

Bild 8.17: Druckverlauf in einem ölgeschmierten Gleitlager und resultierendes Kräftegleich-

gewicht nach [Aff96, Wei13] 

Die Änderungen der relativen Exzentrizität Δε und des Verlagerungswinkels Δδ können für 

jede Änderung des Nockenwellenwinkels ΔφNW wie folgt ermittelt werden. 

  
 2 sin

cos
180 tan

GLNW NW
GL

NW Gl Gl V GL

F

b d So

   
  

  

   
      

       

 (8.11) 

FV

FD

FNW

ε

γGL

Gesamtdruck

Druckverlauf infolge     

der Radialbewegung 

(Verdrängung)

Druckverlauf infolge     

der Tangentialbewegung 

(Drehung)
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 2 sin

2 2 tan

GLNW NW NW

NW Gl Gl D GL

F

b d So

   


  

  
     

    
 (8.12) 

Hierbei entsprechen ψ dem relativen Lagerspiel, FNW der angreifenden äußeren Kraft, η der 

dynamischen Viskosität des Öls bei Betriebstemperatur ϑ und ωNW der Winkelgeschwin-

digkeit der Nockenwelle. Die Sommerfeldzahlen SoV und SoD folgen hierbei aus [Hol59]. 

Die zeitlichen Verläufe der Exzentrizität ε und des Verlagerungswinkels δ konnten somit in 

einem iterativen Vorgehen (ausgehend von ε0 = 0,8 und δ0 = 0°) gemäß 

 
1i i      (8.13) 

 
1i i      (8.14) 

ermittelt werden. Folgende Festlegungen wurden hierfür getroffen: 

 Breite des Gleitlagers bGl = 20 mm 

 Nenndurchmesser der Gleitfläche dGl = 25 mm 

 Wahl des Öls (und damit Festlegung der Viskosität nach [Eng15b]): 5W30  

 ΔφNW = 1° 

 Berechnung der Viskosität v40 und v100 bei Betriebstemperatur ϑ gemäß dem 

UBBELOHDE-WALTHER-Diagramm [DIN11] 

 Berechnung der dynamischen Viskosität aus der kinematischen Viskosität v40 und 

v100 sowie der Dichte des Öls bei Betriebstemperatur ϑ gemäß [Muh07] 

8.3.3.3 Abplattung zweier elastischer Körper im Kontakt 

Zwischen dem Stößel des Schlepphebels und der Stirnseite des Ventils besteht ein höher-

wertiger konzentrierter Kontakt, der aus den unterschiedlich gekrümmten Kontaktflächen 

beider Bauteile des Ventiltriebs folgt. In Folge der Belastung der Bauteile mit einer defi-

nierten Last (angreifende Kräfte und/oder Momente) bildet sich (gemäß der HERTZ‘schen 

Kontakttheorie) eine elliptische Kontaktfläche aus. [Wiś00] 

Für den Sonderfall des kreisförmigen Kontakts einer kugelförmigen und einer ebenen Flä-

che (siehe Bild 8.18, rechts) kann die resultierende elastische Deformation δel (zumeist auch 

als Abplattung bezeichnet) anhand der nachfolgenden vereinfachten Beziehungen ermittelt 

werden. Hierbei gilt nach [Wiś00, Wei13] 

 3 3

3
1,15

2

kugel Kugel

el

red red

F R F R

E E


  
  


, (8.15) 
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wobei F der angreifenden Kraft, RKugel dem Kugelradius der Kontaktfläche des Stößels und 

Ered dem reduzierten Elastizitätsmodul des Kontaktpaares entsprechen. Der reduzierte E-

Modul des Kontaktpaares folgt aus den individuellen E-Moduln (EStößel und EVentil) und 

Querkontraktionszahlen (νStößel und νVentil) der beiden Kontaktpartner. Es gilt nach [Wiś00] 

nachfolgender Formelzusammenhang für das reduzierte E-Modul Ered des Kontakts Stö-

ßel/Ventil. 

 
2 2

2

1 1
red

Stößel Ventil

Stößel Ventil

E

E E

 

  

  
 

 (8.16) 

 

Bild 8.18: Höherwertiger Kontakt zweier Bauteile mit gekrümmten Kontaktflächen (links) 

und vereinfachter Kontakt der Paarung Kugel-Ebene (rechts) nach [Wiś00, Wei13] 

8.3.3.4 Anmerkungen zur Entwicklung der Meta-Modelle der systematischen Abweichungen 

Zur Integration der systematischen Abweichungen in die Schließmaßgleichung mussten für 

insgesamt sechs relevante Größen Meta-Modelle entwickelt werden. Diese sind: 

 Temperaturbedingte Änderung der Ventillänge ΔlV,Temp 

 Beide Komponenten der Deformation des Schlepphebels DefX und DefY 

 Beide Komponenten der Kraft im Nockenwellenlager FX und FY, die zu einer Ver-

lagerung der Nockenwelle im Nockenwellenlager führen 

 Kontaktkraft FK zwischen Ventil und Stößel, die im Kontakt der beiden Bauteile zu 

einer Abplattung des Ventils führt 

Nachfolgend wird auf die Entwicklung der zugehörigen Meta-Modelle eingegangen. 

 

 

Ventil

Stößel

F

F

Körper #2

Körper #1
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Temperaturbedingte Änderung der Ventillänge ΔlV,Temp 

Die systematische (nicht zeitabhängige) Temperaturdehnung des Ventils kann Wechselwir-

kungen 3. Art mit fünf Größen der zufälligen Abweichungen des Ventiltriebs aufweisen.  

 lV (Ventillänge) 

 ϑ (Betriebstemperatur) 

 lrw und φrw (Rechtwinkligkeitsabweichung des Ventiltellers) 

 ρV (Dichte des Ventils bei 20°C) 

Demnach war zunächst ein statistischer Versuchsplan mit diesen fünf Parametern zu erstel-

len. Den Versuchsplan lieferte hier ein Latin-Hypercube-Sampling mit 50 Samples. Es sei 

noch drauf hingewiesen, dass die tatsächliche Dichte des Ventils bei der jeweiligen Be-

triebstemperatur ϑ für jedes Sample gemäß [War09] berechnet wurde. Anschließend war, 

wie bereits in Kapitel 5.3.1.2 erläutert, für jedes Sample die jeweils resultierende tempera-

turbedingte Änderung der Ventillänge ΔlV,Temp mittels einer numerischen Thermosimulation 

in ANSYS zu ermitteln. Anhand des resultierenden Datensatzes konnten im Anschluss die 

Meta-Modelle erzeugt und deren Prognosegüte beurteilt werden. Hierbei galt: 

 Repeated Random Sub Sampling mit m = 200 

 Teilungsverhältnis: 40 Trainings- zu 10 Testsamples (80 % zu 20 %) 

 Beurteilung der Prognosegüte: COP (primär) sowie R² (Redundanzprüfung) 

Es wurden die nachfolgenden Meta-Modelle entwickelt: 

 Response Surface Methodology (Regression zweiter Ordnung) 

 Support Vector Regression (Kernfunktion: radial basis function [Bas07a]) 

 Künstliche Neuronale Netze (Struktur: 1 verdeckte Schicht mit 4 Neuronen; Trai-

ningsalgorithmus: Scaled Conjugate Gradient Algorithm) 

 Kriging Interpolation (globales Modell: Regression zweiter Ordnung; Zusatzfunkti-

on: Polynomiale Gauß‘sche Regression (Befehl: regpolygauss)) 

Alle fünf verbleibenden Größen (DefX, DefY, FX, FY und FK)  

Die fünf zeitabhängigen Größen können Wechselwirkungen 3. Art mit allen auftretenden 

zehn zufälligen Abweichungen sowie Wechselwirkungen 4. Art mit systematischen Abwei-

chungen unterliegen. Die zu betrachtenden systematischen Abweichungen sind hierbei: 

 ΔlV,Temp (temperaturbedingte Änderung der Ventillänge)  

 D(tB) (Abnahme der Federsteifigkeit aufgrund der Ermüdung der Ventilfeder) 

 k(t) (Verschleiß des Schlepphebels) 
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Die fünf betrachteten Größen (DefX, DefY, FX, FY und FK) wurden im Anschluss für 150 

Samples eines Latin-Hypercube-Versuchsplans mittels Mehrkörpersimulationen ermittelt, 

in welchen der Schlepphebel als elastisches (und damit deformierbares) Bauteil modelliert 

wurde (siehe u.  a. Kapitel 8.3.3.1). Anhand des resultierenden Datensatzes konnten im An-

schluss die Meta-Modelle erzeugt und bzgl. ihrer Prognosegüte beurteilt werden (siehe Ta-

belle 5.2) Hierbei galt: 

Deformationen DefX und DefY 

 Repeated Random Sub Sampling mit m = 200 (bei SVR: m = 5) 

 Datensatz umfasste 146 Samples (vier Samples wurden nicht berücksichtigt, da bei 

diesen keine zufriedenstellende Konvergenz der Mehrkörpersimulation vorlag) 

 Teilungsverhältnis: 117 Trainings- zu 29 Testsamples (~ 80 % zu 20 %) 

 Beurteilung der Prognosegüte: COP (primär) sowie R² (Redundanzprüfung) 

Es wurden die nachfolgenden Meta-Modelle entwickelt: 

 Response Surface Methodology (Regression zweiter Ordnung) 

 Support Vector Regression (Verwendung eines reduzierten Datensatzes mit der zeit-

lichen Diskretisierung der Nockenwellenrotation in Winkelschritte von 5°; Kern-

funktion: radial basis function [Bas07a]) 

 Künstliche Neuronale Netze (Struktur: Je 1 verdeckte Schicht mit 6 Neuronen 

(DefX) bzw. 7 Neuronen (DefY); Trainingsalgorithmus: Scaled Conjugate Gradient 

Algorithm) 

 Kriging Interpolation (Verwendung eines reduzierten Datensatzes mit der zeitlichen 

Diskretisierung der Nockenwellenrotation in Winkelschritte von 3°. Globales Mo-

dell: Regression zweiter Ordnung; Zusatzfunktion: Regression zweiter Ordnung 

(Befehl: regpoly2)) 

Kräfte FX und FY 

 Repeated Random Sub Sampling mit m = 200 (bei SVR: m = 5) 

 Datensatz umfasste 149 Samples (ein Sample wurde nicht berücksichtigt, da bei 

diesem keine zufriedenstellende Konvergenz der Mehrkörpersimulation vorlag) 

 Teilungsverhältnis: 119 Trainings- zu 30 Testsamples (~ 80 % zu 20 %) 

 Beurteilung der Prognosegüte: COP (primär) sowie R² (Redundanzprüfung) 

Es wurden die nachfolgenden Meta-Modelle entwickelt: 

 Response Surface Methodology (Regression zweiter Ordnung) 
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 Support Vector Regression (Verwendung eines reduzierten Datensatzes mit der zeit-

lichen Diskretisierung der Nockenwellenrotation in Winkelschritte von 5°; Kern-

funktion: radial basis function [Bas07a]) 

 Künstliche Neuronale Netze (Struktur: Je 2 verdeckte Schichten mit jeweils 8 Neu-

ronen (FX) bzw. jeweils 5 Neuronen (FY); Trainingsalgorithmus: Scaled Conjugate 

Gradient Algorithm) 

 Kriging Interpolation (Verwendung eines reduzierten Datensatzes mit der zeitlichen 

Diskretisierung der Nockenwellenrotation in Winkelschritte von 3°. Globales Mo-

dell: Regression zweiter Ordnung; Zusatzfunktion: Regression zweiter Ordnung 

(Befehl: regpoly2)) 

Kontaktkraft FK 

 Repeated Random Sub Sampling mit m = 200 (bei SVR: m = 5) 

 Datensatz umfasste 149 Samples (ein Sample wurde nicht berücksichtigt, da bei 

diesem keine zufriedenstellende Konvergenz der Mehrkörpersimulation vorlag) 

 Teilungsverhältnis: 119 Trainings- zu 30 Testsamples (~ 80 % zu 20 %) 

 Beurteilung der Prognosegüte: COP (primär) sowie R² (Redundanzprüfung) 

Es wurden die nachfolgenden Meta-Modelle entwickelt: 

 Response Surface Methodology (Regression zweiter Ordnung) 

 Support Vector Regression (Verwendung eines reduzierten Datensatzes mit der zeit-

lichen Diskretisierung der Nockenwellenrotation in Winkelschritte von 5°; Kern-

funktion: radial basis function [Bas07a]) 

 Künstliche Neuronale Netze (Struktur: 2 verdeckte Schichten mit je 12 Neuronen; 

Trainingsalgorithmus: Scaled Conjugate Gradient Algorithm) 

 Kriging Interpolation (Verwendung eines reduzierten Datensatzes mit der zeitlichen 

Diskretisierung der Nockenwellenrotation in Winkelschritte von 3°. Globales Mo-

dell: Regression zweiter Ordnung; Zusatzfunktion: Regression zweiter Ordnung 

(Befehl: regpoly2)) 

Die verbleibenden systematischen Abweichungen der hydrodynamischen Verlagerung der 

Nockenwelle sowie der elastischen Abplattung des Ventils können im Anschluss anhand 

der, in den Kapiteln 8.3.3.2 und 8.3.3.3 detaillierten Berechnungsmodelle für jedes Sample 

eines beliebigen Statistischen Versuchsplans bestimmt werden. Die Meta-Modelle der Re-

aktionskräfte im Nockenwellenlager FX und FY sowie der Kontaktkraft zwischen Stößel und 

Ventil FK werden hierbei in diesen Berechnungsmodellen herangezogen. 
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8.4 Mehrkosten durch Mittelwertverschiebungen zufälliger Abweichungen 

Die Mehrkosten K(MSTi) durch Mittelwertverschiebungen der zufälligen Abweichungen 

sind in Bild 5.14 gezeigt und folgen den Qualitätsverlustfunktionen nominal-the-best und 

smaller-the-best [Bes02] sowie der asymmetrischen Verlustfunktion nach [Mag00]. Hierbei 

entspricht CT,i dem Mittenmaß der Toleranz Ti, welches einer Mittelwertverschiebung MST,i 

gegenüber den angestrebten Sollwert gemäß 
, ,T i ideal T iC Wert MS   unterliegt. 

 Mittelwertverschiebung der Toleranz der Nockenwellenexzentrizität MST,d: 

    
2

, ,

€
125 11,4

²
T d T dK MS C mm

mm
    (8.17) 

 Mittelwertverschiebung der Toleranz des Lagerspiels der Nockenwelle MST,S: 
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,,
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 (8.18) 

 Mittelwertverschiebung der Toleranz der Ventillänge MST,V: 

    
2

, ,

€
62,50 141,006

²
T V T VK MS C mm

mm
    (8.19) 

 Mittelwertverschiebung der Toleranz der Ölviskosität (bei 40 °C) MST,v40: 

  

2
2 2

2

,v404 ,v40

, 40 2 2
2 2

,v40
,v404

€ s
0,11 64 64

€ s 640,0145 64
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 
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 (8.20) 

 Mittelwertverschiebung der Toleranz der Ölviskosität (bei 100 °C) MST,v100: 

  
2

2 2

, 100 ,v1004

€ s
0,15 11T v T

mm
K MS C

mm s

 
   

 
 (8.21) 

 Mittelwertverschiebung der Toleranz der Dichte des Ventils MST,ρV: 

  
26

, ,2

cm
2€ 7,2

cm³
T V T V

g
K MS C

g
 

 
    

 
 (8.22) 

 Mittelwertverschiebung der Toleranz der Ermüdungsrate der Feder MST,dF: 

    
2

, ,2

€
0,012

%
T dF T dFK MS C   (8.23) 
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8.5 WALTER-HILLER-Diagramm der bestehenden Tolerierung 

Zur Bestimmung der statistischen Beitragsleister der bestehenden Tolerierung des Ventil-

triebs fand die globale Sensitivitätsanalyse Extended Fourier Amplitude Sensitivity Test 

(gemäß Kapitel 2.3.2.2) Anwendung, wobei auf deren Implementierung in der EIKOS 

Toolbox (für Matlab) [Eks06] zurückgegriffen wurde. Jede Beitragsleisteranalyse wurde 

hierbei mit folgenden Einstellungen durchgeführt: 

 2 500 Samples  

 3 Suchfunktionen 

Die resultierenden Totaleffekte aller auftretenden zufälligen Toleranzen wurden im An-

schluss normiert, wodurch sich zu jedem Zeitpunkt der Bewegung die statistischen Bei-

tragsleister zu 100 Prozent summieren. 
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8.6 Weitere Ausführungen zur Toleranzsynthese des Ventiltriebs 

Die Anwendung der Partikelschwarm Optimierung zur Toleranzsynthese des Ventiltriebs 

erfordert zusätzliche Einstellungen sowie die Festlegung relevanter Kenngrößen. Hierbei ist 

u.  a. die Festlegung des Suchraums durch die Spezifikation der Grenzen aller zehn zu opti-

mierenden zufälligen Toleranzen Ti sowie mögliche Mittelwertverschiebungen MSTi von 

sieben dieser Toleranzen erforderlich. Die Grenzen des genutzten Suchraums können der 

nachfolgenden Tabelle 8.1 entnommen werden. 

Tabelle 8.1: Tolerierung der zufälligen Abweichungen (Abbildungen siehe Kapitel 8.2) 

Zu optimierende Größe 
Kurz-

zeichen 

Untere 

Grenze 

Obere 

Grenze 

Abwzuf,1: Nockenexzentrizität  Td 0 mm 0,5 mm 

Abwzuf,2: Spiel im Nockenwellenlager TS 0 mm 0,050 mm 

Abwzuf,3: Positionsabweichung der Achse der 

Schlepphebellagerung 
TPos 0,003 mm 0,3 mm 

Abwzuf,4: Ventillänge TV 0 mm 0,5 mm 

Abwzuf,5: Rechtwinkligkeitsabweichung von Ventiltel-

ler zu Ventillängsachse 
T┬ 0 mm 03 mm 

Abwzuf,6: Winkelabweichung der Nockenwelle T<NW 0 ° 1 ° 

Abwzuf,7: Dichte des Ventils (bei 20°C)  TρV 0 
g
/cm³ 1 

g
/cm³ 

Abwzuf,8: Ölviskosität (bei 40°C) Tν40 0 
mm²

/s 12 
mm²

/s 

Abwzuf,9: Ölviskosität (bei 100°C) Tν100 0 
mm²

/s 6 
mm²

/s 

Abwzuf,10: Ermüdungsrate d. Ventilfeder TdF 0 % 10 % 

Mittelwertverschiebung der Nockenexzentrizität MSTd -0,1 mm 0,1 mm 

Mittelwertverschiebung des Spiels im Nockenwellen-

lager 
MSTS -0,025 mm 0,050 mm 

Mittelwertverschiebung der Ventillänge MSTV -0,1 mm 0,1 mm 

Mittelwertverschiebung der Dichte des Ventils (bei 

20°C) 
MSTρV -0,2 

g
/cm³ 0,2 

g
/cm³ 

Mittelwertverschiebung der Ölviskosität (bei 40°C) MSTv40 -4 
mm²

/s 8 
mm²

/s 

Mittelwertverschiebung der Ölviskosität (bei 100°C) MSTv100 -3 
mm²

/s 3 
mm²

/s 

Mittelwertverschiebung der Ermüdungsrate der Ven-

tilfeder 
MSTdF -5 % 5 % 

 

 

https://doi.org/10.51202/9783186437013 - Generiert durch IP 216.73.216.36, am 20.01.2026, 17:14:21. © Urheberrechtlich geschützter Inhalt. Ohne gesonderte
Erlaubnis ist jede urheberrechtliche Nutzung untersagt, insbesondere die Nutzung des Inhalts im Zusammenhang mit, für oder in KI-Systemen, KI-Modellen oder Generativen Sprachmodellen.

https://doi.org/10.51202/9783186437013


Anhang 189 

Relevante Kenngrößen und Einstellungen der Partikelschwarm Optimierung: 

 Population des Partikelschwarms:      25 Partikel 

 Erforderliche Genauigkeit der Zielfunktion cZiel:    1e-5 € 

 Erforderliche Genauigkeit der Nebenfunktion cNeben:   1e-10 % 

 Anzahl mg an Generationen zur Beendigung der Optimierung: 20 Generationen 

Abschließend sei erläutert, dass insbesondere der Umgang mit Partikeln die während der 

Optimierung den vordefinierten Suchraum verlassen, von wesentlicher Bedeutung für die 

numerischen Aufwände und damit die Performanz der Partikelschwarm Optimierung sind. 

Grundsätzlich bietet die verwendete Implementierung der Partikelschwarm Optimierung in 

der MATLAB Toolbox „Another Particle Swarm Toolbox“ von [Sam14] zwei Möglichkei-

ten: 

1. „Absorb“: Ein temporäres Verlassen der Partikel des Suchraums wird nicht akzep-

tiert. Überschreitet ein Partikel in einer Generation die Grenzen des zuvor definier-

ten Suchraums, so wird eine lokale Optimierung angestoßen. Anhand dieser Opti-

mierung wird nun die Position des Partikels so lange modifiziert, bis sich dieser 

wieder innerhalb des Suchraums befindet. Die Strategie des „Absorb“ eignet sich 

demnach insbesondere für Optimierungsaufgaben, bei welchen das zu erwartende 

Optimum vergleichsweise nahe an den Grenzen des Suchraums liegt. Jedoch geht 

dies mit einem oftmals dramatisch höheren numerischen Aufwand einher. Sollte 

diese Strategie dennoch erforderlich sein, so empfiehlt der Autor hierfür auf die Se-

quentielle Quadratische Programmierung (kurz: SQP) zurückzugreifen. 

2. „Penalize“: Diese Strategie erlaubt den Partikeln ein temporäres Verlassen des 

Suchraums. Jedoch werden diese Partikel in diesem Falle bei der Beurteilung ihrer 

individuellen Fitness vergleichsweise stark bestraft. Hierdurch wird dieser Partikel 

in der folgenden Generation eine vergleichsweise hohe Geschwindigkeit aufweisen 

und damit in hohem Maße in Richtung des jeweiligen Leitpartikels und damit wie-

der in den Gültigkeitsbereich des Suchraums streben. Diese Strategie erfordert zwar 

keine zusätzlichen numerischen Aufwände, jedoch sei eine gewisse Populationsgrö-

ße des Schwarms empfohlen, damit (auch im Falle des Verlassens des Suchraums 

durch mehrere Partikel) stets eine ausreichend hohe Anzahl an Partikeln innerhalb 

des Suchraums verbleibt. Als Richtwert kann der Autor hier eine Populationsgröße 

von mindestens 20 Partikeln anführen. 
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8.7 Zusammensetzung der resultierenden Fertigungskosten 

Die kostenoptimale Tolerierung des Ventiltriebs (siehe Kapitel 5.6.3) geht mit Fertigungs-

kosten in Höhe von Ktotal = 42,55 € einher. Diese gehen hierbei sowohl auf die Fertigungs-

kosten K(Ti), die zur Einhaltung der zufälligen Toleranzen Ti erforderlich sind, als auch auf 

die Mehrkosten K(MSTi), die durch mögliche Mittelwertverschiebungen MSTi der zufälligen 

Toleranzen verursacht werden. 

Nachfolgend werden diese Kosten für alle abweichungsbehafteten Größen separat ermittelt, 

wobei die Toleranz-Kosten-Modelle nach Kapitel 5.5.1 sowie die Modelle zur Quantifizie-

rung der Mehrkosten K(MSTi) durch Mittelwertverschiebungen der zufälligen Abweichun-

gen gemäß Kapitel 8.4. 
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Die Summierung aller detaillierten Kosten K(Ti) sowie der Mehrkosten aufgrund von Mit-

telwertverschiebungen K(MSTi) dieser Toleranzen führt zu Fertigungskosten Ktotal = 27,02 € 

der kostenoptimalen Tolerierung. Die Berechnung der Fertigungskosten Ktotal = 42,55 € der 

bestehenden Tolerierung (vor der Optimierung) erfolgt analog unter Heranziehung der To-

lerierung gemäß Tabelle 5.1. 
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8.8 Eingesetzte Hard- und Software 

 

Hardware:  

PC mit i5-3470, 3,2 GHz, 16GB RAM, 64bit Windows 7 

 

Software-Werkzeuge: 

 Implementierung der Toleranzsimulationen: Matlab R2010a, R2011b und R2014a 

 Thermo-mechanische Analyse des Ventils: ANSYS Workbench 14.5 

 Mehrkörpersimulation: MSC Adams 2012 

 Pre-Processing des Schlepphebels für MKS: Altair Hyperworks, MSC Nastran 

 

Toolboxes und Add-Ons für Matlab: 

 Partikelschwarm Optimierung: Another Particle Swarm Toolbox [Sam14] 

 Support Vector Regression: LS_SVMlab1.8 [DeB11] 

 Künstliche Neuronale Netze: Neural Network Toolbox (bereits integrierte Toolbox 

in Matlab) 

 Kriging Interpolation: DACE - A MATLAB Kriging Toolbox [Lop02] 

 Sensitivitätsanalysen: EIKOS [Eks06] 
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