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A problem of special interest in the field of cluster analysis is
the characterisation of the metrics on RD which are invariant
under cértain groups of transformation of IR™. If all variables
under consideration are measured on an intervall scale it is
appropriate to use metrics which are invariant under the group
of transformations generated by the diagonal n x n-matrices and
the translations of IR™. The characterisation of these metrics
leads to a frustrating result: This article proofs that any metric
invariant under this group of transformations treats the intervall
variables as classificatory variables. In case of ratio variables
one can restrict one’s attention to R™ and the group of posi-
tive diagonal-matrix-transformations of R™. The result is better
now: A logarithm-like mapping of R%* to IRP makes it possible
to identify these metrics with the (well known) translation-in-
variant metrics on R". Author

0. Problemstellung

Ein Ziel der Numerischen Klassifikation ist es, eine ge-
gebenc Objektmenge 2 ={0,,...,0} anhand einer
Reihe von Merkmalen X, ..., X; so in disjunkte Klas-
sen zu zerlegen, dafy Objekte ciner Klasse einander ,,mog-
lichst dhnlich*, Objekte aus verschiedenen Klassen dage-
gen ,moglichst unidhnlich® sind. Fiir numerische Verfah-
ren reicht eine intuitive Vorstellung von Ahnlichkeit und
Unihnlichkeit nicht aus, sie ben6tigen eine in (reellen)
Zahlen ausgedriickte Quantifizierung dieser Begriffe.
Zur Quantifizierung dieser (Un-)Ahnlichkeiten greift
man iiblicherweise auf die an den Objekten beobachte-
ten Merkmalsauspriigungen x; = (Xj1, - - -, Xjn)' (beim
Objekt O;) zuriick und benutzt cine Metrik d auf dem
Merkmalsraum: die Zahl d(x;, x;) ist dann ein Maf fiir
die Unihnlichkeit der Objekte O; und O;. Sind die Merk-
male X, ..., X, metrisch (der Merkmalsraum ist dann
IR" oder ein Teil davon), so sollte man erwarten, dafy
die Unihnlichkeit zweier Objekte nicht von den mehr
oder weniger zufillig gewiahlten Mafieinheiten der einzel-
nen Merkmale abhingt (vgl. [3]). Fiir die zu benutzende
Metrik d bedeutet dies, dafs sie unter Transformationen
D, die cine solche Skaleninderung darstellen, invariant
sein sollen:

d(DXi, DX}) = d(xi, Xj)

fiir alle x; und x; (1 <i,j <k).
In dieser Arbeit werden fir bestimmte Familien von
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Transformationen die invarianten Metriken charakteri-
siert,

1. Definition und elementare Eigenschaften

Die Uberlegungen aus Abschnitt O fithren zu der allge-
meinen Definition (vgl. [1]S. 27):

Definition: Eine Metrik d auf IR™ heifit sRinvariant
(¢ ist eine Familie von Transformationen des IR"), wenn

d(x, y) = d(Hx, Hy)

fir alle x,y € IR™ und H € #gilt.
Man kann zeigen, daf® die Menge

J(d) ={H: R™ -+ IR™ bijektiv; d ist l{-invariant}

einc Gruppe im algebraischen Sinne ist (vgl. [2] S. 5).
Dies ist einer der Griinde dafiir, daf} es sinnvoll ist, hier
nur solche Familien 5#von Transformationen zu studie-
ren, die auch Gruppen sind. (Ein anderer Grund ist in
[2], S. 1 zu finden.)

Beispiele fiir solche Gruppen sind:

(1) T={Ty R > R"; Ty(x) = x + t; t € RV}

F-invariantc Metriken heifien translationsinvariant.
Alle durch Normen {| * || auf IR™ definierten Metriken
(d(x, y) = llx — yl|) sind translationsinvariant

(2) 0={0: R~ R"; O ist orthogonal}

Invarianz unter O ist in weiten Bereichen der Physik
wichtig (Unabhingigkeit physikalischer Erscheinungen
von der lage des riumlichen Koordinatensystems, in
dem sic beschrieben werden). Die Euklidische Metrik
ist das klassische Beispicl einer O-invarianten Metrik.

(3) 2={D: IR" > R"; Dist regulir und diagonal

9 ist die Gruppe der Transformationen, die Mafstabs-
inderungen darstellen. Sic ist, wie schon im Abschnitt 0 ge-
zeigt, fiir die Numerische Klassifikation von besondercr
Bedeutung. Die Untersuchung @-invarianter Metriken ist
der wesentliche Gegenstand dicser Arbeit.

(4) Der Vollstindigkeithalber sei hier auch die Gruppe
R aller reguliren, linearen Transformnationen des IR™
erwihnt. Obwohl £2-Invarianz im Rahmen der Numeri-
schen Klassifikation cine kaum begriindbare Forderung
an Metriken darstellt, lassen sich die in dieser Arbeit
benutzten Methoden leicht zur Charakterisierung Z-in-
varianter Metriken benutzen.,

Fiir das weitere Vorgechen ist es notwendig, zwischen
intervall- und verhiltnisskalierten (metrischen) Merk-
malen zu unterscheiden.

1) Ein Merkmal hcifit intcrvallskalicrt, wenn es positive und
negative Werte annnehmen kann und die verwendetc Skala
keinen ausgezeichneten (natiirlichen) Nullpunkt besitat.
Beispielc: Temperatur in C, Ertridge im betriebswirtschaftli-
chen Sinn.

2) Ein metrisches Merkmal heifst verhiltnisskaliert, wenn sei-
ne Ausprigungen nur positive rcelle Zahlen sein kénnen und
die benutzte Skala einen natiirlichen Nullpunkt besitzt. Bei-
spiele: Alter, Linge, Gewicht.
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Bei intervallskalierten Merkmalen ist der Merk malsraum
der gesamte IR". Da sowohl Nullpunkt als auch Skalie-
rung der einzelnen Merkmale zunichst als zufillig an-
zusehen sind, ist es notwendig, bei intervallskalierten
Merkmalen Skalen- und Translations- (2- und &) Invari-
anz von der verwendeten Metrik zu verlangen. Im Ab-
schnitt 2 werden die 2- und J-invarianten Metriken auf
IR" charakterisiert.

Sind dagegen ale Merkmale verhiltnisskaliert, so ist es
moglich, auf Translationsinvaria nz zu verzichten, da es ja
einen natiirlichen Nullpunkt gibt. Da auflerdemder Merk-
malsraum nur R
fasst, reicht es aus. statt Invarianz unter & nur Invarianz
unter 21 = {DED;d; >0,i=1,...,n}zu verlangen.
In Abschnitt 3 werden zunichst die @ -invarianten Me-
trken auf R"" = x€R", x; > 0,i=1, ..., n} be-
schrieben. Eine Methode, mit der solche Metriken auf
IR™* fortgesetzt werden konnen, wird ebenfalls in Ab-
schnitt 3 beschrieben.

2. 2- und Finvariante Metriken auf R"

Zunichst werden Eigenschaften 92- und .ZAinvarianter
Metriken auf IR™ abgeldtet, von denen sich dann zeigen
1af3t, daf} sie die 2-und F-invaria nten Metriken vollstin-
dig charakterisieren.

Dazu sei d eine sdche %- und -invariante Metrik.
Weiterhin ist es niitzlich, [x] (Klasse von x) einzufiihren:

[x]={D - x; DEY)}.

Aus der Definition der ZInvarianz folgt, dafd fiir x,;y €
[x]

d(x, 0)=d(y, 0)
gilt ; also héngt d(x, O) nur von [x] ab. [x]ist aber durch
A(x) ={i, x; #0)? vollstindig bestinunt: A(x) = A([x]).
Damit gilt:

46, 0) = f4(AG))
fq ist dabei eine von d abhingige Funktion auf 2({l,
...,n}), der Potenzmenge von{l,...,n}.

Aus der Translationsinvaria nz von d folgt dann fiir belie-
bige x,y €IR™: :

d(x,y)=d(x -y, 0) =fg(A(x - ¥))
Damit ist schon das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 1: Ist d eine 2 und ZAinvariante Metrik auf R",
so hingt d(x, y) nur von A(x — y) ab:

d(X, Y) = fd(A(X - Y))
Die Umkehrung von Lemma 1 ist auch richtig:

Lemma 2: Gibt es zu der Metrik d auf R™ eine
Funktion fg: 2({1, ..., n})->» R*, 50 daf
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={xeR"x;=>0,i=1,...,njum "

d(x,y) = fa(A(x — y))
ist, so ist d 2 und Finvariant .

Beweis: Da A nur von [x — y]abhingt, gilt fiir D €2
und t€ R"

ADx+t—(Dy+t))=AD * (x —y))
=A(x —y).
Deshalb ist

d(Dx+t,Dy+1t)  =fg(A(Dx +t ~(Dy + 1))
=fa(A(x —))

=d(x,y).

Da dies fiir alle x, y €IR™ und beliebige D € 2 und

tER" gilt, ist damit die 2- und ZAnvarianz von d ge-
zeigt.

“Diese beiden Lemma -stellen auch den wichtigsten Teil

des folgénden Satzes dar:

Satz 1: Eine Funktion d auf IR® x IR" ist genau dann ei-
ne 2- und Finvariante Metrik, wenn es eine Funktion fy
auf #({1, ..., n}) gibt mit den Eigenschaften

() d&x,y)=fa(AKx—y))
(i) f4(A)=0 firalle AEH({l,...,n))
(iif) fg(A) = O genau dann,wenn A = ¢

(iv) FirA,B,CC{l,...,n}mitAC(BUC)
und ((BUC) — (BN C)) C A gilt:
fa(A) < fg(B) + £4(C)

Beweis: Der wesentliche Teil des Satzes, dad nimlich bei
tramslations- und skaleninvarianten Metriken d(x, y) nur
von A(x — y), der Menge der Indizes i, fiir die x; # y; ist,
abhingt, wurde in den beiden Lemmata bewiesen. Die
Eigenschaften (ii) — (iv) driicken mit Hilfe der Funktion
fq aus, daB® d eine Metrik ist. Der vollstindige Beweis
dieses Satzes ist eine recht einfache, aber umfangreiche
Rechnung und wird deshalb hier nicht aufgefiihrt. Er ist
in [2]S. 10ff. zu finden.

Das wichtigste Ergebnis von Satz 1 ist, da} fir 2- und J-
invariante Metriken d(x, y) nur von A(x —y) = {i,x; # y;}
abhingt. Dies hat zur Folge, dafl - und Zinvariante
Metriken nicht nur unter Transformationen aus der von
P und T erzeugten Gruppe invariant sind, sondern unter
allen Abbildungen von der Form (xq, . . ., xa)=> (f1(x1),
..+, fa(Xa)), wobei die f; bijektive Abbildungen von R
in irgendwelche Mengen M; sind (i =1, ...,n). Dies be-
deutet aber, daf von der ganzen topologischen und alge-
braischen Struktur des IR™ nur die Eigenschaft des n-
fachen kartesischen Produkts erhalten bleibt. Man kann
fiir Objektpaare (Punktepaare) nur noch komp onent en-
weise entscheiden, ob sie gleich oder verschieden sind.
Die n metrischen Merkmale werden also wie n klassi-
fikatorische Merkmale behandelt. Dies ist gegeniiber der
urspriinglichen Struktur der Merkmale ein so grofier In-
formationsverlust, da %- und J-invariante Metriken
fir praktische Anwendungen kaum in Frage .kommen.
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3. Skaleninvarianz bei verhaltnisskalierten Merkmalen

Sind die Objekte durch verhiltnisskalierte Merkmale cha-
rakterisiert, so ist es verniinftig (vgl. Abschn. 1), auf die
Forderung der Translationsinvarianz zu verzichten. Da
die Merkmalsausprigung auBerdem auf IR™t beschrinkt
sind, reicht es aus, nur solche Skalentransformationen
zu studieren, die den R™* auf sich selbst abbilden. Das
ist aber gerade

2t ={De 9, d; > O}

Ziel dieses Abschnittes ist es also, die Metriken d auf
R"* zu charakterisieren, fir die d(x, y) = d(Dx, Dy)
(fiir alle x,y ER™ und D € 2%) gilt.

. Xl Xn
Setzt man e =(],...,1) und x/y=(y—,... ’y—>
n-mal ! "

(wegen x, y €IR™™ ist x/y immer definiert), so gilt fiir
@+-i_nv,:ariante Metriken d auf R™*:

d(x, y) = d(e, x/y)

. Durch komponentenweises Logarithmieren

(log x = (log %1, . . . »log xp))

kann man diesen Ausdruck folgendermaflen umformen:

d(x,y)=d*(logx, log y) =
d*(0,logx —logy)

d* ist dabei eine von d abhingige Funktion auf R" x
IR™. Man kann sofort erkennen, daf aus der Skalenin-
varianz von d die Translationsinvarianz von d* folgt.
Bevor Satz 2, der die 2" invarianten Metriken d auf IR"
durch Funktionen dt auf R®™ x IR" charakterisiert,
formuliert werden kann, sind noch einige Bezeichnungen
zu vereinbaren:

exp X =(exp X1,...,exp Xp) xEIR™ (expxeR" )
expt; 0...0
0. .

Dexp t = S tER™ (Deyp ¢ € 24)
b...Oe);ptn

tiog p =(logdy,;, . ... logdn,q) deg? (tig p €R")

Mit diesen Vereinbarungen gilt folgender Satz:

Satz 2: Eine Abbildung d auf R™* x R™* ist genau
dann eine @' -invariante Metrik, wenn die durch

(1) d*(x,y) =d(exp x, exp y) X, yER"

definierte Abbildung eine translationsiivariante Metrik
auf IR" ist.

Beweis:
a) Sei d eine D7 -nvariante Metrik auf R™*, so ist
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zu zeigen, dafl die durch (1) definierte Abbildung d*
eine Metrik ist:

@B d*(x,y)=0

(i) d*(x,y) =0 genau dann, wenn x =y
(i) d¥(x,y) =d*(y,x)

(iv) d*(x,y)<d*(x,2)+d"(z,y)

(v) dt(x+ty+tt)=dt(xy) t €R™

Die Eigenschaften (i) — .(iv).driicken aus, da d* eine
Metrik ist und folgen direkt aus den entsprechenden Ei-
genschaften von d und der Tatsache, daf exp: R" -
IR"* bijektiv ist.

Die Translationsinvarianz (v) folgt so:

dt(x+t,y+1t) = d(exp(x +t), exp(y + t))

= d(Dexp t * exp X, Dexp t : exp y)

d(exp x,expy)
d*(x, y)

Damit ist gezeigt, da d* eine translationsinvariante Me-
trik auf IR™ ist, wenn d eine skaleninvariante Metrik auf
R™ ™ ist.
b) Sei andererseits d* eine translationsinvariante Metrik
auf IR"; es muf jetzt gezeigt werden, dafy durch

d(x, y)=d*(log x, log y) x,y ER"Y
eine skaleninvariante Metrik auf IR"* definiert wird.
Mit den gleichen Argumenten wie in a) folgt, daf} d eine
Metrik ist. Zum Nachweis der Skaleninvarianz seiD € 2
beliebig. Dann gilt fiir x, y €IR™*:

d* (log(D * x), log(D * y))
d+(tlog p *10g X, tiog D +logy)
d*(log x, log y)

d(x,y)

d(D*x,D*y)

Satz 2 ist damit vollstdndig bewiesen.

Ein Beispiel mége die Aussage von Satz 2 verdeutlichen.
Definieren wir d,(x, y) = [llog x — log yl|2 (d; kann als
,.Buklidische* Metrik auf R®* bezeichnet werden), so
gilt fur die Punkt x = (1, Dund y = (e~ !, e) (€ R*")
da(x,y) = (0, 0) — (— 1, D)l =+/2.

Fithrt man dann die Skalentransformation

e 0 2 -1
D=(, i) alsoD-x=(ee ), D y=(e 1),
O e
durch, so gilt:

d2(Dx, Dy) =I(2, ~ 1) = ( 1,0)ll =4/2.

Satz 2 §estattet es also, die skaleninvarianten Metriken
auf R™™ mit den translationsinvarianten auf R™ zu in-
dentifizieren,
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Abb. 1:

So kann man beispielsweise durch jede Norm || - || auf
R™ eine D" -invariante Metrik d auf R®* durch

d(x, y) = lllog x — log yl|

definieren. Um einen geométrischen Eindruck von sol-
chen Metriken zu gewinnen, sind in Abb. 1 fur die ,,Eu-
klidische‘‘ Metrik d, und fur einige Punkte x, die Men-
gen

K(xg; 1) = XER?*; dy (x,%0) =1}

gezeichnet.

Da logarithmische Transfomationen
Rolle bei der Charakterisierung der 2" -invarianten Me-
triken spielen, ist es verstindlich, dafs als Merkmalsraum
zunichst R™* (und nicht IR**) gewihlt wurde, da log0
nicht definiert ist. Eine Maglichkeit, eine Metrik auf

IR™ ™ fortsetzen, ist diese:
Man wihlt eine beschrinkte, translationsinvariante Me-
trik

i X — yif

8 auf R (z.B.: & (x> yj) = ——————
1 + lXi — YIl

und setzt diese Metrik nach — o fort
durch

8(—weo0, x;) = sup 8(xi, ¥i)
X, Yi€R

(also z.B. 8,(— oo, x;) = 1).
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eine wichtige .

Auf ( — oo U IR)" ist dann durch

n
8(x,y) = .Els(xi,yi)
1=

eine translationsinvariante Metrik definiert.
Vereinbart man jetzt log O = — oo, 50 ist durch

" d(x,y) = 8(log x, log y)

eine skaleninvariante Metrik auf Rt ={x € R";x; =0}
definiert.

4. Schlufibemerkungen

1) Die Ergebnisse aus Abschnitt 1 und Abschnitt 2 lassen
sich ohne Schwierigkeiten auf Distanzindizes iibertragen.
(Distanzindizes sind ,,Metriken*‘, fiir die die Dreiecksglei-
chung nicht gelten muf). In Satz 1 muf lediglich die Be-
dingung (iv) gestrichen werden, wenn man Distanzindizes
statt’ Metriken studiert. Satz 2 bleibt richtig, wenn man
das-Wort ,,Metrik‘“ durch ,,Distanzindex‘‘ ersetzt.

2) Da die Gruppe £ der.regulidren n x n Matrizen grofier
ist als 9, gibt es natiirlich weniger Z2{bzw. £#- und
J-) als @-(bzw. D- und F-) invariante Metriken. Insbe-
sondere gibt es im wesentlichen nur eine #- und -
invariante Metrik auf IR"; das liegt daran, dal

falls x #0
falls x= 0O

R"- {0}

A + x={Rx; REA)}=

{ l{0}
gilt (vgl. Abschnitt 1 und [2]S. 6).
Will man #-invariante Metriken auf IR™* studieren, so
mufl man sich auf diejenigen R € £ beschrinken, die
IR™* bijektiv auf sich selbst abbilden:

#t ={ReR, RR*M)=R* 1}

Uberlegungen der linearen Algebra zeigen jedoch, dafb
& die von 2" und#? erzeugte Gruppe ist.

Die #*-invarianten Metriken auf RR"™" sind also die
9" -invarianten, die gegeniiber Vertauschungen der
Reihenfolge der Merkmale invariant sind.

3) Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein,
daf} bisher an keiner Stelle dieser Arbeit der Mahalano-
bis-Abstand erwdhnt wurde, obwohl er ja iiblicherwei-
se zu den %#- (und .7-) invarianten Metriken gezihlt wird.
Ich werde deshalb jetzt die Vorgehensweise des Mahala-
nobis-Abstandes im Hinblick auf seine Invarianzeigen-
schaften beschreiben.

Dazu ist es zunichst wichtig festzustellen, daf¥ der
Mahalanobis-Abstand

dx,y)=(x—y)- &7 (x —y)"

(ZA) ist die Varianz-Kovarianz-Matrix des Datensatzes
x = {xl, ..., X }) wesentlich von der Datenmatrix &
abhingt:

d(x, y) = d,(x,y).
Der Mahalanobis-Abstand erfiillt dann die Gleichung:

dy(x,y) =dg . ,{Rx,Ry) REX
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Dies ist aber nicht die Bedingung, die in Abschn. 1 an
Ainvariante Metriken gestellt wurde. Der Mahalanobis-
Abstand ist also keine %4nvariante Metrik (im Sinne von
Abschnitt 1),

Das Invarianzverhalten des Mahalanabis-Abstandes lafit
sich besser auf eine andere Art beschreiben:

In der Aquivalenzklasse % + &= {R ‘2 ;R €%} der Da-
temnatrix_gibt es genau eine Datenmatrix % die durch
die Einheitsmatrix als Varianz-Kovarianz-Matrix ausge-
zeichnet ist. Der Mahalanobis-Abstand kann dann so
interpretiert werden, dafl er Z'in die aufgezeichnete Da-
tenmatrix Z, (€ 4 * &) transformiert und aus diesen Da-
ten die Distanzen zwischen den Objekten berechnet. Ein
solches Verfahren ist selbstverstindlich Z-invariant, da
jede Datenmatrix R » Z(€E 4 * Z) in Z, transformiert
wird

Problematisch an diesem Vorgehen ist die Annahme,
dafl die Datenmatrix Z, (mit I,, als Varianz-Kovarianz-
Matrix) tatsdchlich fiir die Numerische Klassifikation ei ne
,,ausgezeichnete Rolle spielt: Es gibt kein Klassifika-
tionsverfahren, von dem man annehmen muf}, daf die
Voraussetzungen fiir seine Anwendung in %o eher erfiillt
sind als'in irgendeinem anderen Datensatz aus % * &
Ahnliche Uberlegungen fiir Verfalwen, die mit standar-
disierten Merkmalen arbeiten, fithren zu entsprechenden
Ergebnissen; auch hier mu# man sich fragen, ob der
,standardisierte” Datensatz im Hinblick auf die anzu-
wendenden Verfahren tatsichlich ausgezeichnet ist.

4) Satz 2 fithrt auch zu Uberlegungen, die iib er das In-
varianzproblem der Numerischen Klassifikation hinaus-
gehen: Genauso wie es moglichist, Metriken des IR™ auf
IR"* zu iibertragen, kann es sinnvoll sein, Lage- und
Streuungsmafde von IR auf IR mittels der exp-Transfor-
mation zu libertragen. Beispielsweise kann man mit Hilfe
des arithmetischen Mittels fir m Beobachtungen x,,
. .., Xm einesverhal tnisskalierten Merkmals das Lokalisa-
tionsmaf X durch

1 m
X =exp (— Z log Xi)
m i=1

i=

definieren.
Es stellt sich dabei heraus, da§

m 1/m
X = (El Xi>

das geometrische Mittel ist. Mit d er Varianz erhélt man

als Streuungsmaf §2
| m 1 m :
§2 =exp|— > (iog Xj— = z log Xj
1

m i= m j=1

x.
) 3"
i=1 x

§2 ist ein' Streuungsmaf, fiir das % die Minimalitits-
eigenschaft besitzt (so wie'% fiir s2; vgl. [4] S. 20).

Mifit man beispielsweise durchschnittliches Wachstum

durch das geometrische Mittel-der entsprechenden

Wachstumsfaktoren, so biétet es sich an, die ,,Stetigk eit
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bzw. Ungleéchmifigkeit des Wachstums durch §% zu
messen.

Notes

1 (Merkmals-) Vektoren aus IRM werden in dieser Arbeit der
Ubersichtlichkeit wegen immer als Zeilenvektoren dargestellt;
das fiihrt dazu, dafl auftretende Matrixprodukte (z.B. D * x)
nicht ganz korrekt definiert sind.

Beispielsweise ist .A;l((O, 1,4,0,3,1))= 2,3,5,6
2={P: R" > R, P(x,....,x )= (x Yo
I Pgmrllutation von{l, H ,}1 } n nw

w N

s Xy
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At the Technical University of West-Berlin a conference
on the theme menti oned will be held from May 18-20,
1982 sponsored by the Gesellschaft fir Informatik in
cooperation with ACM and BCS. Its theme will be basic
research ideas in information storage and retrieval as well
asinteresting new applica tions. Papers covering the follow-
ing or other relevant topics are invited:

Method dlogy, Theory and -Applications in the fields
of System Modelling Evaluation Problems, Natural Lan-
guage Processing, Automatic Indexing, Query Languages,
Complexity Problems, File Organization, Data Mod els,
Integration of IRS into DBMS, New Technol ogy.

Contributors should submit a four page synopsis and
an abstract by Oct. 15, 1981. Chairmen of the confer-
ence are Prof. H.-J. Schneider, TU Berlin and Prof.
G. Salton, Cornell University. Intending contributors or
those requiring further details should write to Dr. Peter
Bollmann, TU Berlin, Kurfiirstendamm 202, V, D-1000
Berlin 15. . L
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