Zum Status operativer Definitionen und

die Eindeutigkeit der Parallelitat®

MATTHIAS WILLE

In Janich (1992) findet sich sowohl ein Herstellungsverfahren als auch ein
korrigierter Eindeutigkeitsbeweis fiir die Grundform der Parallelitit.® Im
Unterschied zu Inhetveen (1983) und Lorenzen (1984) und im Anschlufl an
eine streng operative Begriindung der Geometrie im Sinne Dinglers ist fiir
die geometrischen Grundformen »eben«, »orthogonal« und »parallel« zu
zeigen, dafd die fiir sie bereitgestellten Herstellungsverfahren in relevanter
Hinsicht stets ununterscheidbare Resultate liefern. Dies ist Aufgabe von
entsprechenden Eindeutigkeitsbeweisen. In Wille (2002, Kap.5) wird ausge-
fithrt, daf der von Janich ausgefithrte Beweis fehlerhaft ist. Im vorliegenden
Beitrag wird im Abschnitt 3 ein neuer Eindeutigkeitsbeweis gefiihrt, der
sich im Poietischen ganz einfach andemonstrieren 1af3t. Die hierfiir erfor-
derlichen Vorarbeiten bestehen im wesentlichen in einer — vorerst auf die
Geometrie beschrinkten — Definitionstheorie fiir operative Definitionen.
Dies ist Gegenstand des Abschnitts 2. Fiir die sich hieraus ergebenden wis-
senschafts- und erkenntnistheoretischen Konsequenzen — vornehmlich im
Zusammenhang mit der Sicherstellung der Euklidizitit — sei auf Janich
(1992), (2000), (2001) sowie auf Wille (2002, 7.5) verwiesen.

1 | Der vorliegende Text enthilt in den Abschnitten 2 und 3 eine gekiirzte und
in Teilen leicht tiberarbeitete Fassung der Kapitel sechs und sieben aus Wille (2002).

2 | Der vorliegende Text baut systematisch auf Janich (1992) auf und stiitzt
sich ohne weitere Ausfithrungen im Detail auf die dort explizierten Herstellungsver-
fahren.
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1. Einleitung

Hugo Dingler war einer der ersten, der sich der empiristischen Auffassung
im Sinne Helmholtz’ und der konventionalistischen im Sinne Poincarés
entgegenstellte. Ausgehend von der Einsicht, daf die Geometrie als Theorie
der Lingenmefgerite eine empirisch messende Physik allererst ermoglicht
und ihr somit methodisch vorausgeht, zeigt er vor allem die Defizite der
empiristischen Grundhaltung auf. Der Versuch, die Realgeltung der Geo-
metrien durch empirische Resultate zu entscheiden, ist pragmatisch zirku-
lir, da die Mittel zur Realisierung entsprechender Resultate immer schon
auf die Realisierung einer Geometrie zuriickgreifen miissen. Der von Ding-
ler angestrebte Aufbau einer sicheren Wissenschaft, der bei der Sicherung
der terminologischen und operativen Grundlagen zur Geriteherstellung
anzusetzen hat, braucht an dieser Stelle nicht weiter nachgegangen zu wer-
den. Die in seiner Philosophie auftretende Willensmetaphysik unterlduft zu
Dinglers Nachteil den normativen Gehalt seiner Wissenschaftsphilosophie
und wirft eine Vielzahl von erkenntnistheoretischen Problemen auf. Ding-
lers Operativismus sowie das von ihm formulierte »Prinzip der methodi-
schen Ordnung« liefern ideengeschichtlich sicherlich den nachhaltigsten
Einfluf auf die methodische Philosophie der konstruktiven und kulturali-
stischen Wissenschaftstheorie. Die von ihm verfolgte Idee einer normativen
Wissenschaftstheorie geht dabei auf Edmund Husserls Spitphilosophie in
der Krisisschrift (Husserl 1996) von 1936 zuriick. Nach Husserl griindet sich
alle wissenschaftliche Terminologie, Reflexion und wissenschaftlich konsti-
tuierte Wirklichkeit auf dem methodisch vorgingigen und (in diesem Sin-
ne) »unhintergehbaren« Fundament einer vor- und auflerwissenschaftli-
chen Lebenswelt:

»Der Geometrie der Idealititen ging voran die praktische Feldmefkunst, die von
Idealititen nichts wuflte. Solche vorgeometrische Leistung war aber fiir die Geometrie
Sinnesfundament, Fundament fiir die grofe Erfindung der Idealisierung [...].« (Hus-
serl 1996: 52f)

In genau diesem Verstindnis finden die Wissenschaften ihre Gegenstands-
bereiche nicht einfach mafigefertigt vor, sondern konstituieren diese immer
auch ein Stiick weit relativ zu ihren erkenntnisleitenden Fragestellungen
und verfligbaren Mittel. Der von Dingler in die Philosophie eingefiihrte und
als zweckmifRig und unverzichtbar ausgewiesene Bezug auf die handwerk-
lich-technischen Herstellungszusammenhinge zur Losung des Begriin-
dungsproblems in der Geometrie prigt besonders die protophysikalischen
Arbeiten von Peter Janich. Anstelle des bei Dingler erhobenen fundamenta-
listischen Begriindungsanspruchs im Sinne einer Letztbegriindung (»Voll-
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begriindungx) tritt bei Janich — dhnlich wie bei Lorenzen — ein Pragmatis-
mus der Lebenswelt. Nun findet sich in Dinglers Werk ein hiufig wieder
auftretender Ausdruck, der ebenfalls in der methodisch-operativen Begriin-
dung von Prototheorien eine ausgezeichnete Rolle einnimmt: der Ausdruck
»Eindeutigkeit«.

Sofern hier von der Eindeutigkeit eines Herstellungsverfahrens gespro-
chen wird, so wird damit jedoch gerade nicht behauptet, daf es genau ein
Herstellungsverfahren zur Realisierung bestimmter Formen gibt. In bezug
auf die Eindeutigkeit des Doppelkeilverfahrens (Janich 1992: 73f.) fiir die
Herstellung von parallelen freien Keilflanken wird damit weder behauptet,
daf} es genau ein Herstellungsverfahren fiir die Parallelitit gibt noch, dafd es
genau ein methodisch primires Herstellungsverfahren fiir die Parallelitit
gibt. Die Zuriickweisung dieses Exklusivititsanspruchs ist in doppelter
Hinsicht wichtig. Zum einen kann man problemlos weitere (methodisch se-
kundire) Herstellungsverfahren fur die Parallelitit angegeben, was im Wi-
derspruch zur Ausschliellichkeitsbehauptung stehen wiirde. Zum anderen
hat die Verwendung des Ausdrucks »eindeutig« im Werk Dinglers viele
Mifdverstindnisse hervorgerufen, da die Gebrauchsméglichkeiten von »ein-
deutig« bei Dingler besonders grofiziigig ausgelegt sind. So spricht Dingler
unter anderem von »eindeutigen Begriffen«, »eindeutiger Ausdriickbar-
keit«, »eindeutigen Ideen«, »eindeutigen Formens, »eindeutigen Aussa-
gen«, »einer eindeutigen Operationenlehre«, »der Eindeutigkeit der empi-
rischen Kausalitit« oder »dem Prinzip der Eindeutigkeit« (Inhetveen 1984:
77). Zwar hat Inhetveen (1984) gezeigt, daf sich die Dinglersche Rede von
»eindeutig« in dem von Janich intendierten Sinne rekonstruieren 14ft, je-
doch finden sich in den Arbeiten von Dingler eine Vielzahl von Bemerkun-
gen, die gerade den Exklusivititsanspruch unterstreichen wie etwa:

»Um absolute Sicherheit zu haben, miissen wir anstreben, daf es [...] stets nur eine
einzige bestimmte Entscheidung gibt.« (Dingler 1949: 34)

Es ist daher zweckmifig, die Bedeutung der bei Janich und hier zu etablie-
renden Rede tiber die »Eindeutigkeit von Herstellungsverfahren« prizise zu
charakterisieren (3.3).

Wir bezeichnen in erster Anniherung ein Herstellungsverfahren als
»eindeutig«, wenn nachgewiesen werden kann, dafl dieses Herstellungsver-
fahren »gleiche« Ergebnisse erwarten 1i8t. »Gleiche Ergebnisse« bedeutet
hier, dal relativ zu einem gegebenen Herstellungsverfahren (fiir eine
Grundform) ein operatives Kontrollkriterium bereitgestellt wird, anhand
dessen iiberpriift werden kann, ob die Realisate in relevanter Hinsicht un-
unterscheidbar sind.

Da die Angabe eines Herstellungsverfahrens aus einer Reihe von (me-
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thodisch geordneten) Handlungsanweisungen besteht, bezieht sich der
Pridikator »eindeutig« auf eben diese semantisch normierten Handlungs-
anweisungen und die zwischen ihnen bestehende methodische Ordnung.
Ein Herstellungsverfahren ist also genau dann eindeutig, wenn die korrekte
(und damit auch schrittweise geregelte) Befolgung der Handlungsanwei-
sungen zu keinem anderen als dem angegebenen Herstellungsresultat
kommen kann.

Ein gelungener Eindeutigkeitsbeweis fiir ein Herstellungsverfahren H
ist hiernach eine begriindete (und methodologisch unverzichtbare) Behaup-
tung, dafl die wiederholte Aktualisierung von H gleiche Ergebnisse erwar-
ten 143t. Wodurch das hierfiir benétigte Kontrollkriterium als zulissig und
adiquat ausgewiesen werden kann, hingt in einem nicht geringen Mafle
von der korrespondierenden operativen Definition fiir die betroffene
Grundform ab.

Damit fithrt die Interpretation von ideativen Normen (mit Hilfe der ihre
Semantik liefernden Realisierungsverfahren) zu Homogenititssitzen, die
fur die prototypenfrei reproduzierbaren Realisate eine normative Geltung
beanspruchen. So stellt etwa ein gelungener Eindeutigkeitsbeweis fiir das
Dreiplattenverfahren sicher, daf die Aussage »Aus unterschiedlichen Aktu-
alisierungen stammende Ebenen passen frei verschiebbar aufeinander«
nicht empirisch widerlegt werden kann. Mit dem Eindeutigkeitsbeweis
werden die Sitze iiber Handlungsfolgen als apriorische Sitze etabliert, die
ausschlieflich durch die Rede iiber die Herstellungsvorschriften gestiitzt
werden. Passen zwei »Ebenen« nicht frei verschiebbar aufeinander, dann
haben wir nicht empirisch gezeigt, dafd es Ebenen gibt, die nicht frei ver-
schiebbar aufeinander passen, sondern festgestellt, daff mindestens eine
der Oberflichen nicht eben ist, d.h. mindestens eine der Aktualisierungen
des Herstellungsverfahrens mifflungen ist. Ein gelungener Eindeutigkeits-
beweis fiir ein Herstellungsverfahren H stellt somit ein Wissen dariiber be-
reit, unter welchen Bedingungen eine Aktualisierung von H als gestort zu
bezeichnen ist.

2. Zum Status operativer Definitionen

Sowohl im Historischen Wérterbuch der Philosophie (Band 2) als auch in der
Enzyklopddie Philosophie und Wissenschaftstheorie (Band 1) findet sich kein
eigener Eintrag fir den Ausdruck »operative Definition« bzw. »Definition,
operative«. Lediglich der Ausdruck »operationale Definition« wird mit fast
ausschliefflichem Bezug auf Percy Bridgmans (1882-1961) The Logic of Mo-
dern Physics (1927) erldutert. Selbst im Lehrbuch der konstruktiven Wissen-
schafistheorie von Lorenzen (1987) wird lediglich auf den Definitionstyp der
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expliziten Definition eingegangen. Auch in den protophysikalischen Arbei-
ten zur Geometriebegriindung von Janich, die sich immerhin iiber einen
Zeitraum von inzwischen 30 Jahren erstrecken, findet sich keine weiterfiih-
rende Bemerkung, wie definitionstheoretisch mit operativen Definitionen
umzugehen ist. Der gelegentliche Verweis in konstruktiven und kulturali-
stischen Arbeiten auf Bridgman besitzt hierbei nur einen »ungefihren Cha-
rakter«. Der Operationalismus bei Bridgman dient eher als bibliographi-
scher und ideengeschichtlich anregender Bezugspunkt fiir das operative
Begriinden in der methodischen Philosophie.

Wie grofs die Gemeinsamkeiten resp. Differenzen zwischen den »ope-
rationalen« Definitionen und den »operativen« in der methodischen Philo-
sophie sind, kann erst beantwortet werden, wenn der Status von operativen
Definitionen geklirt ist. Mit »Status« wird hier auf die Explikation von syn-
taktischen (formalen) und semantisch-operativen Bedingungen verwiesen,
die eine Definition erfiillen muf}, um als »operativ« bezeichnet zu werden.
Wihrend die formalen Bedingungen relativ einfach zu charakterisieren sein
werden, wird es bei den (in Frage kommenden) semantisch-operativen Be-
dingungen Klirungsbedarf geben. Mit der Bezugnahme auf die relevanten
poietischen und praktischen Ebenen zur Bedeutungsbestimmung im Defi-
niens einer operativen Definition ist jener Aspekt charakterisiert, bei dem
eine Orientierung an anderen Definitionstypen (allen voran die explizite De-
finition) nur noch tentativ moglich ist.

2.1 Bridgmans operationale Definitionen

Einer der wenigen Texte, in denen eine Gegeniiberstellung zwischen dem
Dinglerschen Operativismus und dem Operationalismus Bridgmans vollzo-
gen wird, ist der Abschnitt 2.3 in Janich (198y). Dort (S.29) wird expliziert,
dafl im Unterschied zu dem normativen Vorgehen Dinglers das »operatio-
nale Definieren« eine rein analysierende Beschreibung von faktisch vollzo-
genen Handlungen des Definierens in der Physik darstellt. In diesem Ver-
stindnis kénnen Bridgmans »operationale Definitionen« nicht als Rekon-
struktionsmittel im Rahmen einer normativen Wissenschaftstheorie ver-
standen werden.

Bridgmans The Logic of Modern Physics (Bridgman 1927) entstand in ei-
ner Zeit, in der sich das Bild der Wissenschaft Physik stark verindert hatte
und viele traditionellen Verstindnisse im doppelten Sinne des Wortes »rela-
tiviert« werden mufdten oder sogar ganz aufgegeben wurden. Der Siegeszug
der relativistischen Physik und Quantenmechanik machte unter anderem
darauf aufmerksam, daR die gegenwirtige Physik umso mehr in die Pflicht
zu nehmen ist, verstindlich zu machen und transparent zu halten, worin
die Besonderheiten physikalischer Praxen bestehen, und wodurch die Struk-
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tur der Physik charakterisiert wird. Dies ist bedeutsam, insofern Bridgman
(1927: ix) davon ausgeht, dafl die Physik der 1920er das Erscheinungsbild
dieser Wissenschaft fiir eine lange Zeit prigen wird und es demgemif be-
sonders wichtig ist, daf§ grundlegende Begrifflichkeiten und Methoden die-
ser Physik prizise erfaRt werden. Das von ihm vorgeschlagene »operationa-
le Verstindnis« von physikalischen Begriffen stellt sich in den Dienst dieser
Aufgabe. Dabei macht Bridgman deutlich, dafl es fiir den Physiker vollstin-
dig ausreichend ist, wenn dieser die physikalischen Begriffe in jeder Einzel-
anwendung korrekt gebraucht:

»[...] what do we mean by the length of an object? We evidently know what we mean
by length if we can tell what the length of any and every object is, and for the physicist
nothing more is required.« (Bridgman 1927: 5)

Was bedeutet jedoch »korrekter Gebrauch« physikalischer Ausdriicke? Auf
dem Hintergrund der jiingeren Entwicklungen — vor allem in den ersten
zwei Jahrzehnten des 20. Jahrhunderts — kann man Bedeutungsverinde-
rungen zentraler physikalischer Begriffe konstatieren, die durch neue/ver-
inderte Meflverfahren sowie die Beriicksichtigung bisher vernachlissigter
Bedingungen erforderlich wurden. Um das Problem »statischer« Bedeu-
tungsbestimmungen etwa in der Form expliziter Definitionen zu vermei-
den, richtet Bridgman seinen Blick umgehend auf die Operationen als De-
finitionsbasis, in denen der jeweils relevante Ausdruck verwendet wird. Die
Bedeutung eines Ausdrucks wird demnach durch die bei seiner Verwen-
dung ausgefithrten Handlungen festgelegt:

»The concept of length is therefore fixed when the operations by which length is
measured are fixed: that is, the concept of length involves as much as and nothing
more than the set of operations by which length is determined. In general, we mean
by any concept nothing more than a set of operations; the concept is synonymous with
the corresponding set of operations.« (Bridgman 1927: 5)

Mit diesem Definitionsverfahren méchte Bridgman zwei Probleme bereini-
gen. Zum einen soll dem Umstand Rechnung getragen werden, daf ein
Ausdruck — wie etwa Linge — in verschiedensten Gegenstandsbereichen
(von subatomaren bis zu interstellaren) verwendet werden kann, jedoch die
Weisen der Verwendung hochgradig verschieden sind. Zum zweiten soll
durch das operationale Verstindnis ein Filter bereitgestellt werden, mit dem
sinnlose bzw. bedeutungslose Ausdriicke entlarvt werden kénnen:

»Now we merely have to examine any of the possible operations by which we measure
time to see that all such operations are relative operations. Therefore the previous
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statement that absolute time does not exist is replaced by the statement that absolute
time is meaningless. And in making this statement we are not saying something new
about nature, but are merely bringing to light implications already contained in the
physical operations used in measuring time.« (Bridgman 1927: 6)

Gerade dieser zweite Punkt kann als ein sprachkritisches Verstindnis im
Umgang mit der Sprache der Physik aufgefafit werden, denn Bridgman
bindet explizit die Bedeutung von Grundbegriffen an die Verfiigbarkeit von
unmittelbar kontrollierbaren Operationen an. Ausdriicke, fur die bean-
sprucht wird, daf} ihre Bedeutung tiber den operativ erfafbaren Rahmen
hinausreichen oder fiir die wir keine korrespondierenden operativen Wei-
sen der Verwendung besitzen, sind bedeutungslos:

»[...] if we remember that the operations to which a physical concept are equivalent
are actual physical operations, the concepts can be defined only in the range of actual
experiment, and are undefined and meaningless in regions as yet untouched by expe-
riment.« (Bridgman 1927: 77)

Operationale Definitionen sollen somit eine Reglementierung sprachlicher
Moglichkeiten vornehmen, denn die Reichhaltigkeit der Sprache kennt
Moglichkeiten, sprachliche Gebilde zu erzeugen, die epistemisch unsinnig
sind.? Folgerichtig hilt Bridgman die Angabe von Operationen als Bedeu-
tungskriterium fest.* Aus dieser Auffassung folgt, dal zwar die Bedeu-
tungsbestimmung von Grundbegriffen im Einzelfall sich aufwendig und
komplex gestalten kann, jedoch damit die Sicherheit verbunden ist, daf}
spekulative Begriffe entdeckt und eliminiert werden kénnen:

»In some respects thinking becomes simpler, because certain old generalizations and
idealizations become incapable of use; for instance, many of the speculations of the
early natural philosophers become simply unreadable. In other respects, however,
thinking becomes much more difficult, because the operational implications of a con-
cept are often very involved.« (Bridgman 1927: 31)

3 | Vgl.: »For of course the true meaning of a term is to be found by observing
what a man does with it, not by what he says about it.« (Bridgman 1927: 7)

4 | Vgl: »If a specific question has meaning, it must be possible to find opera-
tions by which an answer may be given to it.« (Bridgman 1927: 28)
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2.2 Ein heuristischer Zugang zu operativen Definitionen

Fiir eine Anniherung an den Status von »operativen Definitionen« scheint
es dennoch sinnvoll, mit einem Vergleich zu den expliziten Definitionen —
als dem Musterbeispiel einer Definition — zu beginnen. Vorangestellt sei die
Bemerkung, daf} eine Definition — dem iiblichen Sprachgebrauch folgend —
die Verwendung eines Ausdrucks vollstindig festlegt. »Vollstindig« bedeu-
tet, dafl es keinen Verwendungszusammenhang des Definiendums gibt, bei
dem nicht auch die Verwendung des Definiens dieselbe Bedeutung besitzt.
Das setzt unter anderem voraus, dafl die im Definiens verwendeten Aus-
driicke bereits ihrerseits in ihrer Bedeutung festgelegt sind. Diese Form der
Sprachregulierung unterscheidet sich von anderen semantischen Regeln
wie etwa den Pridikatorenregeln (Bedeutungspostulaten). Die meisten De-
finitionstypen’® legen die Bedeutung der durch sie definierten Ausdriicke
vollstindig fest. Definitionen, die diese Bedingung erfiillen, wollen wir als
Definitionen im strengen Sinne bezeichnen. Ein Problem bei der Charakte-
risierung der operativen Definition wird darin bestehen, zu kliren, ob auch
sie Definitionen im strengen Sinne sind. Diese Frage wird bereits dadurch
motiviert, daf operative Definitionen zwar eine methodisch primire Ver-
wendung der operativen Ausdriicke sicherstellen sollen, dartiber hinaus
jedoch unklar bleibt, ob diese Verwendung im Einzelfall nicht méglicher-
weise unterbestimmt ist.

Wenn wir von operativen Definitionen sprechen, dann kénnte man ge-
nauer von »operativen Realdefinitionen« sprechen, denn analog zu den ex-
pliziten Realdefinitionen gehen den operativen Definitionen (faktisch, aber
nicht methodisch) Untersuchungen zum Sprachgebrauch voraus. Sie sollen
eine (methodische) Rekonstruktion des betroffenen Ausdrucks (auf einer
operativen Basis) leisten. Beispiele fiir operative Realdefinitionen sind etwa
»eben«, »orthogonal« und »parallel« in der Geometriebegriindung im Sin-
ne Janichs (1976) bzw. (1992). In diesem Verstindnis haben auch operative
Realdefinitionen eine Adiquatheitsbedingung zu erfiillen: sie sollen — so-
fern durchfithrbar — eine bereits etablierte Ausdrucksverwendung weitge-
hend einfangen und dort eine Grenze ziehen, wo das hiufig anzutreffende
Feld der Beliebigkeit beginnt. Fiir die bereits erwihnten Beispiele bedeutet
dies, dafs »(poietisch) eben, » (poietisch) orthogonal« und »(poietisch) paral-
lel« eine Explikation der jeweiligen handwerklich-technischen Ausdrucks-
verwendung leisten sollen. Der Schritt zur Rekonstruktion der geometrisch-
mathematischen Ausdrucksverwendung bedarf jedoch weiterer Mittel.

5 | Ausgeschlossen sind hier bereits die »ostensiven Definitionens, die aber
eher dem Namen und nicht der Aufgabe nach mit anderen Definitionstypen eine

Gemeinsamkeit besitzen.
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Wird indes mittels einer operativen Definition ein neuer Ausdruck be-
reitgestellt, so miifite man von einer »operativen Nominaldefinition« spre-
chen. Die Zweckmifigkeit dieser Unterscheidung 1ift sich ebenfalls mit
dem Bezug auf die expliziten Definitionen ausweisen. Nominaldefinitionen
haben im Unterschied zu Realdefinitionen keine Adiquatheitsbedingung
zu erfiillen. Sie besitzen ausschlieflich einen festsetzenden (normierenden)
Charakter, wihrend Realdefinitionen zudem einen feststellenden besitzen.
Mit der Formulierung von letzteren wird neben einer Normierung ja zudem
ihre Adiquatheit (relativ zu etablierten Verwendungszusammenhingen)
behauptet. Die Adiquatheitsbehauptung erfolgt jedoch nicht explizit, son-
dern ergeht performativ mit der Setzung der operativen Realdefinition.

2.3 Hauptmerkmal einer operativen Definition in der Geometrie

Beziiglich der Grundcharakterisierung von operativen Definitionen im
Rahmen der (operativen) Geometriebegriindung wird es wohl kaum Strei-
tigkeiten geben:

Eine Definition, in deren Definiens ein Sachverhalt angegeben ist, der durch
ein Herstellungsverfahren realisiert sein muf3, damit das Definiendum (auf den
beschriebenen Sachverhalt) zutrifft, bezeichnen wir als »operative Definition«.

Diese Charakterisierung bezieht sich auf die Beschreibung des Herstel-
lungsresultats. Hierbei ist anzumerken, dafl die Angabe eines solchen Re-
sultats nicht unabhingig mindestens einer korrespondierenden Hand-
lungsanweisung — einem Rezept — (zur Realisierung des Herstellungsresul-
tats) vollzogen werden kann. Sofern also im Definiens einer operativen De-
finition ein poietisch zu realisierender Sachverhalt — das Herstellungsresul-
tat — angegeben ist, dann bezieht sich diese Definition auf ein methodisch
vorausgehendes Herstellungsverfahren, welches die operative Semantik
zum Verstindnis des zu realisierenden Sachverhalts liefert. Eine »operative
Definition« ohne ein korrespondierendes Herstellungsverfahren ist unzu-
lissig, da in diesem Fall unverstindlich bleibt, was durch das Definiens
ausgedriickt werden soll. Dennoch ist diese resultatsbezogene Fassung ver-
schieden von der unmittelbaren Verwendung von Handlungsanweisungen
fiir Herstellungsverfahren im Definiens.

Anstatt der resultatsbezogenen Formulierung kann man auch die ent-
sprechende Handlungsanweisung fiir den poietisch zu realisierenden Sach-
verhalt als Definiens verwenden.® Im Unterschied zur erstgenannten Fas-

6 | Diese Fassung wire wohl im Sinne Bridgmans (1927), der einen Ausdruck
wie zum Beispiel »Linge« dann versteht (seine Bedeutung kennt), wenn er weif,
welche Operationen man durchzufiithren hat, um eine bestimmte Linge zu ermitteln.
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sung, die verfahrensinvariant ist, miifte man in diesem Falle jedoch gege-
benenfalls die Aquivalenz zwischen verschiedenen Verfahren nachweisen,
um sicherzustellen, dafl zwei operative Definitionen (sofern beansprucht)
denselben Ausdruck bestimmen. Im Fall der resultatsbezogenen Fassung
ist dies nicht Aufgabe der operativen Definition. Hier haben wir »per defini-
tionem« genau einen operativen Ausdruck definiert. Sofern verschiedene
Handlungsanweisungen zur poietischen Realisierung des relevanten Sach-
verhalts vorliegen, mufl durch eben diese Handlungsanweisungen selbst
sichergestellt werden, dafl mit ihrer Befolgung dasselbe realisiert wird. Ist
dies nicht der Fall, dann folgt daraus nicht, dafl die operative Definition
nicht zulissig ist (die dann in relevanter Hinsicht verschiedenen Herstel-
lungsresultaten denselben Ausdruck pridizieren wiirde), sondern dafl min-
destens eine der Handlungsanweisungen fehlerhaft ist. Die Aufgabe des
Aquivalenznachweises liegt hier nicht bei der Definition, sondern auf der
Ebene der Handlungsanweisungen.

Im folgenden beschrinken wir uns auf verfahrensinvariante operative
Definitionen, in deren Definiens hergestellte Formen an Artefakten be-
schrieben werden. Es handelt sich somit um resultatsbezogene Fassungen
von operativen Definitionen. Betrachtet man erst einmal die syntaktischen
und semantischen Bedingungen fiir explizite Definitionen, so konnen viele
Gemeinsambkeiten festgestellt werden (die im tibrigen auch fiir die meisten
anderen Definitionstypen gelten).

2.4 Anforderungen an explizite und operative Definitionen

Korrekte explizite Definitionen jeder Art miissen die folgenden fiinf Bedin-
gungen erfiillen:”

1) Das Definiendum mufs logisch atomar sein.
Es darf aus Griinden der Eindeutigkeit des zu definierenden Ausdrucks
genau ein elementarer Pridikator im Definiendum definiert werden.
Andernfalls konnte man mit der Verwendung eines nicht logisch atoma-
ren Definiendums zu Folgerungen gelangen, die Ausdriicke mit einer
noch nicht bestimmten Bedeutung besitzen. Dies gilt ebenfalls fiir ope-
rative Definitionen.

2) Alle im Definiens vorkommenden freien Variablen treten auch im Definien-
dum auf.
Explizite Definitionen miissen die Substituierbarkeit des Definiendums

Gibt man diese Operationen explizit an, dann ist man nach Bridgman im Besitz einer
operationalen Definition fiir den entsprechenden Ausdruck.
7 | Vgl. Hartmann (2003: 113).
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durch das Definiens fiir jeden Verwendungszusammenhang sicherstel-
len, da daf Definiendum »lediglich« eine (bedeutungsgleiche) Abkiir-
zung fiir den (in der Regel) komplexeren Ausdruck des Definiens dar-
stellt. (Der Grenzfall wire die Definition eines Ausdrucks durch einen
bedeutungsgleichen atomaren Pridikator.) Wiirde indes im Definiens
eine zusitzliche freie Variable auftauchen, so hitte man nach der Substi-
tution der durch das Definiendum dargestellten Aussage lediglich eine
Aussageform vorliegen. Von Bedeutungsgleichheit kann dann nicht
mehr die Rede sein, da eine Aussageform keinen Sachverhalt darstellt.
Bedingung 2) sollte ebenfalls fiir operative Definitionen gelten, obgleich
die oben angefiithrte Begriindung fiir explizite Definitionen hier noch
nicht benutzt werden darf.®

3) Jede im Definiendum vorkommende freie Variable tritt dort genau einmal

auf.

Andernfalls konnte man zum Beispiel aus einem reflexiven, aber asym-
metrischen Pridikator durch Existenzeinfithrung einen symmetrischen
machen. Die Bedingung 3) gilt auch fiir operative Definitionen.
Definitionen diirfen nicht kreativ sein.

Eine Definition ist kreativ, wenn mit ihrer Verwendung Aussagen herge-
leitet werden konnen, die zum einen das Definiendum nicht enthalten
und zum anderen ohne die Definition nicht hergeleitet werden kénnen.
Eine Folge wire etwa die Herleitbarkeit von falschen Aussagen aus wah-
ren. Auch operative Definitionen miissen Bedingung 4) erfiillen.
Zirkulire Definitionen sind unzuldssig.

Eine Definition ist zirkuldr, wenn der zu definierende Ausdruck bereits
im Definiens auftaucht bzw. ein Ausdruck Verwendung findet, der nur
mit Bezug auf eben diesen zu definierenden Ausdruck eingefithrt wer-
den kann. Mit Ausnahme der rekursiven Definitionen (die durch eine
Anfangs-/Startbedingung aufgelost werden) gilt dies fiir alle Definitions-
typen. Das erklirt sich mit dem Verweis auf eine Aufgabe von Definitio-
nen: die Bedeutungsbestimmung eines Ausdrucks tiber eine Definition
kann nicht bereits auf die Kenntnis seiner Verwendungszusammenhin-
ge zuriickgreifen, da diese allererst mit der Definition bereitgestellt wer-
den sollen. Fiir operative Definitionen kommt hinzu, daf sie ein zulds-
siges Mittel zum liickenlosen, vollstindigen und zirkelfreien Aufbau von
normierten wissenschaftlichen Sprachen darstellen sollen. Kurz: wenn
der Aufbau methodisch erfolgen soll, dann diirfen auch die verwendeten
Mittel nicht gegen das Prinzip der methodische Ordnung verstofRen.

8 | Vorsicht ist vorerst durch die noch offene Frage nach der moglichen unter-

bestimmten Verwendung von operativen Ausdriicken geboten. Die Begriindung der

Forderung 2) fiir operative Definitionen wird daher im Abschnitt 2.7 erfolgen.
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Andernfalls wiirden sie den angestrebten methodischen Aufbau der zu
begriindenden Theorie nicht sicherstellen konnen und mithin unzulis-
sig sein. Operative Definitionen sollen gerade klassische Defizite von
etablierten Definitionen (z.B. in den faktisch betriebenen Wissenschaf-
ten) unter Beibehaltung der Leistungsstirke vermeiden.

2.5 Gemeinsamkeit mit und Unterschiede
zu ostensiven Definitionen

Die bisher aufgezeigten Bedingungen lassen die operativen Definitionen in
die Nihe der expliziten Definitionen riicken. Ein erster und auffilliger Un-
terschied zwischen beiden Definitionstypen betrifft deren »Operationsbe-
reich«. Wihrend explizite Definitionen ausschlieflich innerhalb der Spra-
che operieren, nehmen die operativen Definitionen mit ihrem Bezug auf
realisierte/zu realisierende Sachverhalte eine dhnliche Stellung ein wie die
ostensiven Definitionen: sie dienen als Gelenkstelle zwischen der Sprache
und (nicht-sprachlichen) rein poietischen Ebenen. Wihrend mittels der
ostensiven Definitionen und ihrer pridikativen Funktion »die Lebenswelt
sprachlich strukturiert wird«, bezieht sich das operative Definieren auf die
Charakterisierung von Formen, die an Artefakten hergestellt werden.

Dennoch riicken die operativen Definitionen nicht zu nah an die osten-
siven Definitionen heran, denn vermdoge letzterer erreichen wir lediglich,
durch hinreichend viele (positive wie negative) Anwendungsfille den einzu-
fithrenden Ausdruck kompetent zu verwenden. »Hinreichend viel« ist eine
hiufig bemiihte Wendung, mit der zum Ausdruck gebracht werden soll,
daf} im Einzelfall nicht genau gesagt werden kann, wann ein bestimmter
Ausdruck verstanden wurde, d.h. von nun an korrekt verwendet werden
kann. Das hingt nicht nur von der »Lernfihigkeit« des noch »Unwissen-
den« und der Geduld des »Lehrenden« ab, sondern auch etwa von der ge-
schickten Wahl entsprechender Beispiele und Gegenbeispiele. Man muf}
eben hiufig genug bei der Verwendung eines exemplarisch zu erlernenden
Ausdrucks fehlgehen, um zu verstehen, wie er eigentlich zu verwenden ist.
Dennoch ist mit einer derartigen ostensiven Bedeutungserliuterung keine
vollstindige Bedeutungsbestimmung im Sinne einer expliziten Definition
geleistet. So vermerken denn auch Kamlah und Lorenzen:

»An dieser Stelle kénnen wir also rekonstruieren, wie die Pridikatoren der natiirli-
chen Sprache gebrauchsmiRig erlernt werden, so daf sie schlieflich mit grofler Si-
cherheit den Gegenstinden zugesprochen und abgesprochen werden, ohne daf} wir
explizit (ausdriicklich) auseinanderzusetzen wiifdten, was sie »bedeutenc. Dafiir kon-
nen wir auch sagen: >Gebrauchspridikatoren«< sind uns auf Grund des Sprachge-
brauchs >unmittelbar verstindlich«« (Kamlah/Lorenzen 1973: 29)
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Es bedarf keiner Erwihnung, dafl wir nicht gleich mit dem expliziten Defi-
nieren im Aufbau einer Sprache beginnen. Gerade der stets in Erweiterung
befindliche Grundstock an exemplarisch erlernten und zu erlernenden
Ausdriicken bereitet selbst einer gestandenen sprachkompetenten Person
immer wieder Probleme. Dies zeigt sich vor allem dann, wenn man einer
anderen sprachkompetenten Person einen fiir diesen bisher unbekannten
Ausdruck - etwa eine Wortneuschdpfung von Jugendlichen — erliutern
mochte. Man kann bei der Einfiihrung von Pridikatoren mittels ostensiver
Definitionen schwerlich von einer »semantischen Unterbestimmung« spre-
chen, da eine Unterbestimmung erst dann vorliegt, wenn relativ zu einem
etablierten Sprachgebrauch die Bedeutung eines Ausdrucks (und damit die
explizierbaren Kriterien fiir seine Verwendung) nicht adiquat ist (aber an-
gemessen sein sollte). Im Fall der exemplarischen Einfithrung eines Aus-
drucks besitzen wir jedoch keine vollstindige Liste dieser zu explizierenden
Kriterien. Da wir eine solche fiir einzelne Ausdriicke nicht haben, hingt
unter anderem auch von der Reihenfolge der exemplarisch erlernten Aus-
driicke ab. Hat etwa ein Kind den Ausdruck »Hund« bereits hinreichend
gut verstanden, dann kann man sich dieses Ausdrucks fiir Erliuterungen
bedienen, warum das Tier im Zoo nun ein Wolf ist etc. Das ostensive Defi-
nieren folgt eher einem Prinzip des »Ungefihren«: Je nachdem, was gerade
als zusitzliche und verstindliche Erliuterung zu passen scheint bzw. be-
reits als bekannt vorausgesetzt werden kann, ist dem »Lehrenden« recht
und billig. Durch welche erginzenden Bemerkungen oder Gesten letztlich
ein Ausdruck hinreichend kompetent erlernt wurde, ist im Nachhinein egal.
Hauptsache: es funktioniert!

Operative Definitionen setzen indes auf einer Ebene ein, auf der man
den kompetenten Gebrauch eines hinreichend umfangreichen Vokabulars
voraussetzen darf. Operative Ausdriicke, die im Rahmen der Rekonstruk-
tion einer wissenschaftlichen Theorie Verwendung finden sollen, werden
nicht exemplarisch eingefithrt. Doch was bedeutet die Wendung »die Be-
deutung eines operativen Ausdrucks zu kennen«? Das Definiens einer ope-
rativen Definition beschreibt einen Zustand Z, der realisiert sein muf, da-
mit der operative Ausdruck P (auf Z) zutrifft. Mit P wird Z bezeichnet. Der
Zustand Z ermoglicht eine methodisch primire Verwendung des operativ
definierten Ausdrucks P. Wir unterstellen, dafl wir verstehen, was es bedeu-
tet, den Zustand Z zu realisieren, d.h. wir wissen um Kriterien, um zu
Uberpriifen, ob Z der Fall ist. Kennen wir aber damit die Bedeutung des
Ausdrucks P?

Fordert man von einer operativen Definition, daf} sie die Verwen-
dungsmoglichkeiten des zu definierenden operativen Ausdrucks vollstindig
festlegt, dann wiirden wir die Bedeutung des Ausdrucks P kennen. Diese
Forderung kann aber nicht sinnvoll aufrechterhalten werden, denn mittels
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des beschriebenen zu realisierenden Zustandes Z sollte doch lediglich eine
erstmalige Verwendung des Ausdrucks P erméglicht werden. Jedoch sollte
sich die Verwendung des Ausdrucks P (in der Regel) nicht ausschliellich
auf die Beschreibung des realisierten Zustandes Z beschrinken. Im Fall der
operativen Parallelendefinition wollen wir nicht nur Aussagen dariiber ma-
chen, daf} die freien Keilflanken eines Doppelkeils zueinander »parallel«
sind. Vielmehr wollen wir auch Aussagen dariiber machen, daf} die freien
Keilflanken von zwei Doppelkeilen, die auf derselben (ebenen) Unterlage
aufliegen, ebenfalls zueinander parallel sind. Wir wollen zudem dariiber
Aussagen machen kénnen, daf die Winde meines Arbeitszimmers »eben-
so« zueinander parallel sind wie eine Tischkante zu sich selbst parallel ist.
Allein aufgrund der operativen Definition

(def]|) Die freien Keilflanken eines Doppelkeils heifen »parallel«.

kénnen wir dies nicht. Nun kénnte man einwenden, dafl dies doch eine
»Haarspalterei« sei, denn immerhin wissen wir doch, welcher geometrische
Ausdruck in seiner Bedeutung auf einer operativen Basis rekonstruiert wer-
den soll. Ganz so ist es dann doch nicht. Man versetze sich hier in die Situa-
tion desjenigen, der aufler (def]|) keine weiteren Verwendungszusammen-
hinge kennt (so wie eben nun einmal der etablierte Mittelbestand auf dieser
Rekonstruktionsstufe bestellt ist). Diese Person wiirde zu Recht fragen,
weshalb die freien Keilflanken von zwei Keilen (auf einer ebenen Unterlage)
zueinander parallel sein sollen, denn immerhin sind es keine freien Keil-
flanken an ein und demselben Doppelkeil. Noch mehr Verwunderung wiir-
de er beziiglich des Sprachgebrauchs zeigen, daf eine Kante zu sich selbst
parallel sein soll, denn in diesem Fall haben wir nicht einmal einen Dop-
pelkeil. Auch die von uns betrachteten Flichen der Winde meines Arbeits-
zimmers sind sicherlich nicht im Sinne von (def||) zueinander parallel.
Kurz: Mit einer operativen Definition wird die Bedeutung des definier-
ten operativen Ausdrucks noch nicht vollstindig festgelegt. Vielmehr kon-
nen wir erst einmal sagen, daf} uns die operative Definition die semantische
Basis des operativen Ausdrucks liefert. Fiir weitere zu etablierende Verwen-
dungszusammenhinge miissen Verwendungskriterien formuliert werden,
die erfiillt sein miissen, damit ein operativer Ausdruck korrekt gebraucht
wird. Ohne bereits Kenntnis von derartigen Kriterien zu besitzen, liuft die
Bedeutungsbestimmung von operativen Ausdriicken auf eine Bedeutungs-
erweiterung hinaus. Dies fithrt jedoch dazu, daf wir im strengen Sinne ei-
nen neuen Ausdruck einfiithren, der lediglich ein operatives Fundament be-
sitzt. Im Fall der Parallelitit bedeutet dies, dafl der durch die handwerklich-
technischen Handlungszusammenhinge als zweckmiflig ausgewiesene
Pridikator »parallel« verschieden ist von dem in (def]|) definierten. Der im
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folgenden ausgefiihrte Vorschlag versteht die Schritte zur Bedeutungser-
weiterung jedoch nicht als Aufbau einer kumulativen Hierarchie von Paral-
lelenpridikaten, sondern als die sukzessive sprachliche Etablierung eines
einzigen Ausdrucks.

Ein Problem bei der Bedeutungserweiterung besteht in der Feststellung
der zulissigen Verwendungskriterien. Was hierbei noch unproblematisch ist,
ist die Forderung nach Konsistenz: die Kriterien diirfen nicht so beschaffen
sein, daf die erweiterte Bedeutung einzelne Verwendungszusammenhinge
auf der Basis des bisher etablierten Bestandes an Verwendungszusammen-
hingen verbietet. Es soll nun am Beispiel von (def]|) ein Vorschlag dessen
erarbeitet werden, was unter der Bedeutungsbestimmung mittels einer ope-
rativen Definition verstanden werden kann.

2.6 Die rekursive Bestimmung der Verwendungszusammenhange

Auch wenn die Einfithrung und Verwendung von (def]|) im Rahmen der
operativen Geometriebegriindung (und dariiber hinaus) bereits in einen
grofleren Zusammenhang eingebettet ist, so mochte ich im folgenden aus
Griinden der Ubersichtlichkeit das Beispiel isoliert betrachten.® Halten wir
fest, was zu beriicksichtigen ist:

1. Operative Definitionen ermdglichen eine erstmalige Ausdrucksverwen-
dung.
2. Die Bedeutung des operativen Ausdrucks soll sich in der Regel nicht auf
die operative Definition beschrinken.
3. Fiir eine Bedeutungserweiterung bedarf es weiterer zulissiger Verwen-
dungskriterien.
4. »Zulissig« bedeutet:
4.1 konsistente Erweiterung (Erhalt des bereits etablierten Bestandes)
4.2 der Ausweis der Zweckmifiigkeit einer Bedeutungserweiterung
(»Nicht-Beliebigkeit« im konsistenten Rahmen); fiir operative Re-
aldefinitionen liuft dies vor allem auf die Feststellung einer adi-
quaten Verwendung hinaus
4.3 die Angabe einer methodischen Schrittfolge vom klassischen zum
erweiterten Bestand (logisch-semantische »Unterfiitterung« der
Kriterien)
4.4 Der Nachweis von 4.1., 4.2. und 4.3. erfolgt auf der Basis des be-
reits sichergestellten methodischen Hintergrundwissens 2. Im Fall
der Parallelitit umfaRlt = zu Beginn den operativen Aufbau der

9 | Der Vorschlag 14t sich jedoch ohne Abinderung unmittelbar fiir die ope-
rativen Definitionen von »eben« und »orthogonal« iibernehmen.
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Geometrie bis einschlieRlich der Eindeutigkeit der Orthogonalitit
u. der Angabe des Doppelkeilverfahrens zur Formulierung v. (def]).

Die Forderungen 4.2. und 4.3. werden an den Beispielen — die wir zudem
fuir den zu fithrenden Eindeutigkeitsbeweis bendtigen — besser verstindlich.
Dazu beginnen wir wiederum mit (def||) und formulieren einen Sachver-
halt, in dem die Ausdrucksverwendung von »parallel« noch nicht durch
(def]]) abgedeckt ist.

Die Menge aller bereits etablierten Verwendungszusammenhinge des
Ausdrucks »parallel« bezeichnen wir mit W*(]|) (die durch »*« angedeutete
obere Indizierung spielt umgehend eine Rolle). Dieses Vorgehen der Men-
generweiterung bleibt stets konstruktiv, da fiir jeden zu etablierenden Ver-
wendungszusammenhang angeben werden muf3, wie wir diesen (zulissig)
einfithren. W*(||) kann auf jeder Stufe der Bedeutungserweiterung des Aus-
drucks »parallel« genau charakterisiert werden. Die Menge W*(||) ist stets
konstruktiv! Zum Beginn der Bedeutungsbestimmung umfafit die Menge
W*(]|) lediglich jenen Verwendungszusammenhang, bei dem freien Keilflan-
ken eines Doppelkeils der Ausdruck »parallel« pridiziert wird. Es gilt also:
we(]|) = {(def])}. Fiir die methodisch folgenden Herstellungshandlungen
werden wir jedoch auf einer ebenen Bezugsunterlage operieren. Dies soll
unser erstes Beispiel sein:

1. Sachverhalt: Ein bereits hergestellter Doppelkeil liegt mit einer Keil-
flanke auf einer ebenen Unterlage auf. Die Rede von »parallelen freien Keil-
flanken« wird hier erklirungsbediirftig, da eine der beiden Keilflanken, die
auf der Unterlage aufliegt, nicht mehr frei ist. Auch fir diesen Sachverhalt
wollen wir sagen konnen, dafl dann die verbliebene freie Keilflanke zur
ebenen Oberfliche der Unterlage »parallel« ist. Einzig mit (def]|) gilt dies
nicht, denn die ebene Oberfliche der Unterlage ist keine freie Keilflanke ei-
nes Keiles, die durch dieselbe (meint: die individuelle) Aktualisierung des
Handlungsschemas des Doppelkeilverfahrens hergestellt wurde. Es bedarf
einer Erweiterung der Verwendungszusammenhinge.

Betrachten wir also den Sachverhalt, daf} ein bereits hergestellter Dop-
pelkeil mit einer der beiden freien Keilflanken E auf eine ebene Unterlage
U aufgelegt wird. Dann kénnen wir mit den bereits etablierten sprachlichen
Mitteln des Drei-Platten-Verfahrens sagen, dafé sich die ehemals freie Keil-
flanke E' mit einem Teil U" der ebenen Oberfliche von U in »Passung« be-
findet. E' beriihrt U an jeder Stelle. Da E' und U’ im Sinne des Drei-Plat-
ten-Verfahrens (und dem entsprechenden Eindeutigkeitsnachweis) form-
gleich sind und durch die Passung die gleiche Lage aufweisen, sind sie in
bezug auf die (noch) freie Keilflanke E2 in relevanter Hinsicht ununterscheid-
bar. E? ist zu U genau dann »parallel«, wenn E' auf U* paRt. Da U* in U be-
liebig gewihlt ist, konnen wir sagen, daf® E* zu U genau dann »parallel« ist,
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wenn E' auf einen Teil von U paft. Die soeben vorgenommenen Erliute-
rungen bezeichnen wir kurz als Verwendungskriterium 2'(||), das genau
dann erfullt ist, wenn das durch die Handlungsanweisung beschriebene
Handlungsresultat realisiert wurde. Fiir die Verwendungsmaglichkeiten des
Ausdrucks »parallel« gilt nun: W'(||) = ¥°(||) U Z'(|l)

Fiir das Beispiel ist nun zu kliren, in wiefern die Forderungen unter 4.
erfiillt sind:

4-1. Die Erweiterung um 2'(||) ist konsistent. Jede formulierbare Aussage
mittels (def]|) wird auch durch die Verwendungszusammenhinge der Men-
ge W'(]|) erfalit (Erhalt des klassischen Bestandes). ='(||) verbietet an keiner
Stelle, auch weiterhin freie Keilflanken als »parallel« zu bezeichnen.

4.2. Die Erweiterung um X'(||) ist zweckmdfSig. E' und U” sind nicht nur
formgleich, sondern befinden sich nach dem Sachverhalt auch in gleicher
Lage: Sie befinden sich in »Passung«. Daf sich an der Lage (zueinander)
zwischen E' und E® nichts geindert hat, ist die Formbeziehung zwischen E?
und U’ in relevanter Hinsicht auch dieselbe. Aussagen iiber die gleiche
Form (an verschiedenen Korpern) sollten auch dieselben sprachlichen Mit-
tel fuir die Feststellung dieser gleichen Lage benutzen.

4-3. Die Erweiterung um 2'(||) erfolgt methodisch. Mit der Angabe der
obigen Handlungsanweisung ist dies sichergestellt, da an keiner Stelle auf
ein (sprachliches) Mittel zuriickgegriffen wurde, das seinerseits nicht be-
reits in der Rekonstruktion bereitgestellt ist. Damit ist die Erweiterung um
() zuldssig.

2. Sachverhalt: Ein hergestellter Doppelkeil wird auf eine ebene Unterlage
aufgelegt. Des Weiteren verwenden wir einen Kérper K (der gréfer ist als
der Doppelkeil) mit mindestens zwei ebenen Flichen, die eine gemeinsame
Kante besitzen und zueinander lotrecht stehen. Diesen legen wir auf der-
selben Unterlage auf, so daf eine ebene Fliche auf die Unterlage pafit und
die andere mit einer Seite des Doppelkeils in Passung befindlich ist. Ent-
lang — also in ebener Fortsetzung der Ebene — der (nun einzigen) freien
Keilflanke des Doppelkeils vollziehen wir einen ebenen Schnitt durch K
(siehe Abbildung 1).

Abbildung 1
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Das Resultat ist eine weitere ebene Fliche an K, die mit der freien Keilflan-
ke des Doppelkeils eine gemeinsame Ebene aufspannt. Wir wollen nun sa-
gen, dafl diese neue ebene Fliche zu jener, auf der K auf der Unterlage auf-
liegt ebenfalls »parallel« ist. Allein aufgrund (def]|) gilt dies nicht, denn K
ist zum einen kein Doppelkeil und zum anderen sind die betroffenen ebe-
nen Flichen nicht Resultat des Doppelkeilverfahrens (im Sinne Janich
[1992]). Vielmehr haben wir auf der operativ-semantischen Basis von (def]|)
ein darauf aufbauendes Herstellungsverfahren angegeben, mit dem dieselbe
Grundform an anderen Kérpern reproduziert werden kann. Es ist somit nur
zweckmiflig, auch diese beiden betroffenen ebenen Flichen als zueinander
»parallel« zu bezeichnen.™ Dafiir miissen wir aber unsere Menge aller (zu-
lissigen) Verwendungszusammenhinge W'(||) erweitern derart, dafl ¥*(||)
nun ¥(||) plus das angegebene Herstellungsverfahren enthilt. Das oben
beschriebene Herstellungsverfahren bezeichnen wir kurz als Verwen-
dungskriterium 2*(||), das genau dann erfiillt ist, wenn das durch das Her-
stellungsverfahren beschriebene Herstellungsziel realisiert wurde. Fiir die
Verwendungsmoglichkeiten des Ausdrucks »parallel« gilt nun: W*(||) =
() U ().

10 | Es sei explizit darauf hingewiesen, daf man fiir die Geltungssicherung die-
ser Aussage noch nicht die Eindeutigkeit der Parallelitit benétigt.

11 | Auch fiir dieses Beispiel ist nun zu kliren, inwiefern die Forderungen un-
ter 4. erfiillt sind:
4.1. Die Erweiterung um =*(||) ist konsistent. Jede formulierbare Aussage mittels
(def]]) oder ='(||) wird auch durch die Verwendungszusammenhinge der Menge W*(||)
erfaft (Erhalt des klassischen Bestandes).
4.2. Die Erweiterung um 3*(||) ist zweckmadfig. Mit der Herstellung von zwei ebenen
Flichen, die zu den freien Keilflanken formgleich sind, ist auch die Pridikation des-
selben Ausdrucks sinnvoll, da die Herstellungsresultate in relevanter Hinsicht nicht
unterscheidbar sind.
4.3. Die Erweiterung um =*(||) erfolgt methodisch. Mit der Angabe des obigen Herstel-
lungsverfahrens ist dies sichergestellt, da an keiner Stelle auf ein Mittel zuriickgegrif-
fen wurde, das seinerseits nicht bereits in der Rekonstruktion bereitgestellt ist. Damit
ist die Erweiterung um 3*(||) zuldssig.
Zusatz: Dieses Beispiel ist wichtig, insofern mit =*(||) gleichzeitig die Rede von
»formgleich« (in bezug auf die Grundform der Parallelitit) etabliert werden kann.
Mit der Herstellung der dritten Ebene an K, die mit der freien Keilflanke des Doppel-
keils eine gemeinsame Ebene aufspannt, besitzen wir ebenfalls ein Kriterium, um von
der Formgleichheit beider Kérper sprechen zu kénnen. Wihrend hier das Kriterium
als Nebenresultat mitgeliefert wird, kénnen wir dies im Hinblick auf weitere Ver-
wendungszusammenhinge wie folgt reformulieren: Spannt die freie Oberfliche ei-
nes Korpers K (auf U aufliegend) mit der freien Keilflanke eines Doppelkeils D (eben-
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Es sei ein weiteres Beispiel angefiihrt, bei dem neben dem Bezug auf

erweiterte poietische Handlungszusammenhinge auch formale Mittel zur
Etablierung eine Rolle spielen:
3. Sachverhalt: Wir gehen davon aus, wir hitten bisher nur die in W?(|) er-
fafdten Verwendungszusammenhinge etabliert (diese haben wir in jedem
Fall). Wir méchten nun auch die Redeweise von der »Reflexivitit der Paral-
lelitit« fiir Geraden/Linien etablieren. »Jede gerade Kante (spiter: >Linie)
ist zu sich selbst parallel.« Offenkundig wird diese Redeweise durch W*(||)
noch nicht erfafit, denn sowohl der Doppelkeil als auch der darauf aufbau-
end eingefiihrte Kérper K (mit den relevanten Formen) besitzen stets zwei
(freie) ebene Flichen (bzw. Kanten) die zueinander parallel sind. Mittels
(def]), =(]l) oder Z*(||) kann der Verwendungszusammenhang mit nur ei-
ner Ebene (bzw. Kante) nicht etabliert werden, denn egal wie klein/schmal
wir den Doppelkeil usw. konstruieren, es bleiben zwei freie Keilflanken.

Um den gewiinschten Verwendungszusammenhang zu etablieren, ge-
hen wir wiederum von einem bereits hergestellten Doppelkeil aus, an den
jedoch eine zusitzliche Forderung ergeht: bei einem der beiden (6ffnungs-
winkelgleichen) Keile wird nach Auflage einer Keilflanke auf eine ebene
Unterlage an der (der Keilspitze gegeniiberliegenden) Seite ein lotrechter
Schnitt (relativ zur Unterlage) vollzogen (siehe Abbildung 2).

Abbildung 2

Den nun formverinderten Doppelkeil legen wir so auf die ebene Unterlage,
daf} die beiden freien Keilflanken (und auch die neu erzeugte Ebene) nun
lotrecht auf der Unterlage stehen. Die aufliegenden (drei) Kanten dienen als
Fithrungskanten fiir zu zeichnende (gerade) Striche. Jene beiden (geraden)
Striche,”” die wir lings der Fiithrungskanten der freien Keilflanken ge-
zeichnet haben, sind zueinander »parallel«, wihrend jener (gerade) Strich,

falls auf U aufliegend) eine gemeinsame Ebene auf, so besitzen K und D in relevanter
Hinsicht dieselbe Form.

12 | Genauer: Strichmarken; Die Rede von geraden Strichen ist abgesichert, da
wir bereits mit der methodisch vorangehenden Einfithrung von »geraden Kanten«

methodisch primire »Lineale« besitzen.
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der lings der lotrecht erzeugten Kante gezeichnet wurde, zu den beiden an-
deren »lotrecht« bzw. »orthogonal« steht (siehe Abbildung 3).

Abbildung 3

Wihrend die »Orthogonalitit« bereits an einer methodisch fritheren Stelle
fiir den planimetrischen Fall eingefiihrt werden kann (siehe Drei-Keile-Ver-
fahren, Janich 2001: 48f.), etablieren wir an dieser Stelle eine erste planime-
trische Verwendung des Ausdrucks »parallel«. Dafiir benstigt man eigent-
lich das erzeugte Lot gar nicht, denn die planimetrische Markierung von
zueinander parallelen Keilflanken liefert auch ohne das Lot zueinander pa-
rallele (gerade) Striche. Da wir jedoch an jedem Doppelkeil eine lotrechte
Ebene erzeugen konnen, die stets zu beiden freien Keilflanken »orthogo-
nal« ist, kénnen wir dieses operative Wissen auch fiir eine abgeleitete pla-
nimetrische Parallelendefinition benutzen:

(def]|p) Zwei gerade Striche a und b heiRen »parallel«, wenn es einen geraden Strich
c gibt, der sowohl beziiglich a als auch b lotrecht gezeichnet werden kann.

Bezeichnen wir mit R(*,+) die binire Relation »* ist orthogonal zu +«, dann
lautet die abgeleitete Definition formal: a||b = Vz(R(a,z)AR(b,z)).

Diese Definition erfiillt im Ubrigen alle formalen Anforderungen an
explizite Definitionen. Hieraus folgt nun unmittelbar durch jeden satz- bzw.
regellogischen Kalkiil fiir die Pridikatenlogik erster Stufe (durch Substitu-
tion bzw. entsprechende Konjunktionseinfithrung) die Giiltigkeit von a|| a:
»Jeder gerade Strich a ist zu sich selbst parallel.« Das soeben beschriebene
Vorgehen bezeichnen wir kurz als Verwendungskriterium 33(|). Fiir den
erweiterten Verwendungszusammenhang des Ausdrucks »parallel« gilt
nun: WH() = W () U S3(]) .

13 | 4.1. Die Erweiterung um 3*(||) ist konsistent. Das Zutreffen/Nicht-Zutreffen
von (def]|p) kann jederzeit auf das Zutreffen/Nicht-Zutreffen der in W?() bereits
etablierten Verwendungszusammenhinge zuriickgefithrt werden. Formal-logisch
kann man zeigen, daft (def|) und (def]| p) itber einem entsprechend aufgebauten Kal-
kiil dquivalent sind. Wire die Erweiterung inkonsistent, dann wire bereits W(||) wi-
derspruchsvoll. Dies ist aber nicht der Fall (siche vorangegangenes Beispiel).
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Ein abschlieRendes — wichtiges — Beispiel soll noch gegeben werden:
4. Sachverhalt: Wir gehen von dem Sachverhalt aus, dafl zwei Korper K'
und K® mit einer ebenen Grundfliche auf ein und derselben ebenen Unter-
lage U aufliegen. Des Weiteren besitzen K' und K* ebene Kopfflichen (siehe
Abbildung 4).

Abbildung 4

Wir méchten nun danach fragen kénnen, ob die beiden Kopfflichen F* und
F? zueinander »parallel« sind. Die bisher etablierten Verwendungszusam-
menhinge ¥¥(||) ermoglichen zum einen die Fragestellung und zum ande-
ren eine Beantwortung noch nicht. Ohne die bisher etablierten Sigma-Kri-
terien im Einzelnen daraufhin zu tiberpriifen, liuft die entsprechende Be-
griindung auf den Sachverhalt hinaus, daf alle in W(||) etablierten Méglich-
keiten vom Vorliegen und der operativen Verwendung eines Doppelkeils
Gebrauch machen. Im hier betrachteten Sachverhalt ist bisher von einem
Doppelkeil jedoch noch nicht die Rede gewesen. Dennoch mochten wir fiir
zwei voneinander unabhingig hergestellte und in einer beliebigen Lage (re-
lativ zur Unterlage) befindliche Ebenen (oder Kanten) tiberpriifen kénnen,
ob die zwischen ihnen bestehende Lage verschieden oder gleich ist von der
relevanten Form an einem Doppelkeil. Im Konjunktiv gesprochen: Falls
sich zeigen lassen konnte, dafl diese Ebenen (oder Kanten) formgleich zu

4.2. Die Erweiterung um Z3(||) ist zweckmiifig. Die Rede von »parallel« wollen wir
nicht auf den raumlichen Fall beschrinken. Bereits in den handwerklich-technischen
Zusammenhingen spielt die planimetrische Verwendung der geometrischen Grund-
formen eine unersetzbare Rolle. Gerade die Abbildung von zueinander parallelen
Kanten (an einem Korper) auf eine Ebene durch Markierungen soll auch als »Abbil-
dung« verstanden werden kénnen.

4.3. Die Erweiterung um 33(||) erfolgt methodisch. Dies ist durch das obige Herstel-
lungsverfahren sichergestellt. An keiner Stelle wurde auf ein noch nicht verfiigbares
Mittel vorgegriffen. Damit ist die Erweiterung um 2(||) zuldssig.
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den Keilflanken eines Doppelkeils sind, dann sollte man auch sagen kon-
nen, dafl auch diese Ebenen (oder Kanten) zu einander »parallel« sind.
Hierfiir bendtigen wir ein neues Sigma-Kriterium. Dazu greifen wir auf ='(||)
(»Passung«) und =*(||) (»formgleich«) zuriick. Wir wollen die beiden
freien Ebenen genau dann als zueinander »parallel« bezeichnen, wenn es
einen Doppelkeil gibt, der mit einer freien Keilflanke auf der einen (»nie-
drigeren«) Ebene aufliegt (»paRlt«) und mit der anderen Ebene eine ge-
meinsame Ebene aufspannt (»formgleich«) (siehe Abbildung ).

Abbildung 5

Die Konstruktion und die gelungene Einbettung des Doppelkeils liefert uns
die Moglichkeit zur Uberpriifung, ob die Lage der beiden Ebenen mit der
Lage der beiden freien Keilflanken iibereinstimmt oder nicht. Mit der Pas-
sung zwischen einer der beiden freien Keilflanken mit der (»niedrigeren)
Ebene haben wir nach ='(||) erst einmal die Parallelitit zwischen der noch
freien Keilflanke und der betroffenen Ebene. Dies gilt unabhingig von dem
zu iberpriifenden Sachverhalt. Spannt nun noch die verbliebene freie Keil-
flanke mit der zweiten Ebene eine gemeinsame Ebene auf, dann sind die
beiden Ebenen zueinander parallel, denn jeder Doppelkeil ist auch zu sich
selbst formgleich. Das soeben beschriebene Vorgehen zur Etablierung die-
ses weiteren Verwendungszusammenhangs bezeichnen wir kurz mit
Z4(]|). Fur den erweiterten Verwendungszusammenhang des Ausdrucks
»parallel« gilt nun: W4(||) =W3(||) U Z*(||)."

14 | 4.1. Die Erweiterung um =4(||) ist konsistent. Alle durch W3(||) bereits eta-
blierten Verwendungszusammenhinge werden durch =4(||) nicht berithrt. Im We-
sentlichen wiederholt sich hier obige Begriindung: wire W*(||) widerspruchsvoll,
dann wire bereits W?(||) inkonsistent. Dies ist nicht der Fall.

4.2. Die Erweiterung um =*(||) ist zweckmdfig. Die Rede von »parallel« wollen wir
im rdumlichen Fall nicht nur auf Doppelkeile oder durch sie hergestellte Formen an
anderen Korpern beschrinken.
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Die in den Beispielen veranschaulichten Erweiterungen der Verwen-
dungszusammenhinge des Ausdrucks »parallel« haben zum Teil eine me-
thodische Ordnung in der Reihenfolge der zu etablierenden Verwendungs-
zusammenhinge einhalten miissen. So bendétigt man die durch Beispiel
eins bereitgestellte Rede, um die Verwendung im Beispiel vier etablieren zu
kénnen. Die Formulierung und Begriindung von Z*(||) mufl explizit auf
Z'(|l) (beziiglich »Passung«) und auf 2*(||) (beziiglich »formgleich«) zuriick-
greifen. Indes spielt es keine Rolle, ob Beispiel drei vor Beispiel vier (oder
umgekehrt) eingefithrt wird. Hier ist »lediglich< darauf zu achten, daf der
sprachliche Aufbau von 23(||) und =*(||) relativ zu W?(||) nicht kollabiert. Es
kann jedoch kein allgemeines Rezept angegeben werden, ob und wann eine
methodische Ordnung bei der Erweiterung der Verwendungszusammen-
hinge eingehalten werden muf. Dies ist — wie aus den Beispielen ersicht-
lich — im Einzelfall zu entscheiden. Es gibt jedoch auch sprachliche Erwei-
terungen, die auf mehr als das bisher Verwendete zuriickgreifen miissen.
So kann etwa der erweiterte Verwendungszusammenhang der »Transitivi-
tit der Parallelitit« erst nach dem (vielmehr durch den) Eindeutigkeitsheweis
fiir das Doppelkeilverfahren etabliert werden. Alle Verwendungszusammen-
hinge, die ohne eine unterstellte Eindeutigkeit eingefithrt werden kénnen
(die also zulissig sind), stehen als semantisch-operative Mittel fiir diesen
Eindeutigkeitsbeweis zur Verfiigung. Besonders der im Beispiel vier einge-
fithrte Verwendungszusammenhang 34(||) wird sich als leistungsstark fiir
diesen Beweis erweisen.

2.7 Abstrakte Betrachtung

Ausgehend von den Beispielen soll nun noch einmal angegeben werden,
wie sich die sukzessive Bedeutungsbestimmung in Form einer schrittwei-
sen Bedeutungserweiterung vollzieht. Wie bereits erwihnt, ist (def]) eine
operative Realdefinition, d.h. es gibt bereits Verwendungszusammenhinge,
die mittels der operativen Fundierung und den darauf aufbauenden
Y-Mengen rekonstruiert werden sollen. Dies umfafit etwa die handwerklich-

Wenn wir Ebenen an anderen Kérpern hergestellt haben, die sich zueinander in ei-
ner bestimmten Lage befinden, so ist auch in diesem Fall sinnvoll danach zu fragen,
ob diese Ebenen zueinander parallel sind. Z*(||) liefert uns hierfiir die sprachlichen
Mittel und ein operatives Kontrollkriterium, um die Frage stellen und beantworten zu
kénnen.

4.3. Die Erweiterung um Z4(||) erfolgt methodisch. Dies ist durch die obigen Hand-
lungsanweisungen und der korrespondierenden Durchfithrung des Kontrollverfah-
rens sichergestellt. An keiner Stelle wurde auf ein noch nicht verfiigbares Mittel vor-
gegriffen. Damit ist die Erweiterung um Z*(||) zuldssig.
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technischen Verwendungszusammenhinge, in denen »parallel« als Pridi-
kator gebraucht wird. Dies sei charakterisiert durch eine Menge ¥"(||) (n
fest). Der Ubergang zur ebenfalls angestrebten geometrisch-mathemati-
schen Rede von »parallel« baut auf W™(||) methodisch auf und bedarf zu-
dem des Ideationsverfahrens. Das Ideationsverfahren ist ein ausschlielich
sprachlich bestimmtes Sigma-Kriterium, welches uns die (zusitzlichen)
Verwendungszusammenhinge in einer Menge W™ (||) (m fest) bereitstellt
(mit W*(|]) € P™(]|)). Da die Parallelitit eine Aquivalenzrelation ist (sein
soll), beschreiben die unteren W-Mengen, in welcher Reihenfolge Reflexivi-
tit, Symmetrie und Transitivitit bereitgestellt werden kénnen (siehe Abbil-
dung 6). Wihrend die Symmetrie bereits aufgrund von (def]|) allein eta-
bliert werden kann, bendtigt man fiir die Reflexivitit bereits das Operieren
auf der Bezugsebene (siehe Beispiel drei oben) und fiir die Transitivitit so-
gar die Eindeutigkeit der Parallelitit. Erst mit dem Nachweis der Eindeutig-
keit des Doppelkeilverfahrens ist der operative Beweis erbracht, dafl die Pa-
rallelitit eine Aquivalenzrelation ist!

Abbildung 6: TI-Fundament

2. Rekonstruktionsziel: Psim (//)

Ideation als Sigma-Kriterium

1. Rekonstruktionziel: Psin (//)

af/b+b//c—a//c Eindeutigkeit //

a//a

a//b—b//a

I-Fundament

Das II-Fundament enthilt unter anderem das analoge Schema fiir die Or-
thogonalitit (R) und das (wiederum dafiir benétigte) Schema fiir die Eben-
heit (E). Charakterisieren wir nun den Aufbau der W-Mengen durch ein Re-
kursionsschema:

(def®)
Lo We(]]) = {(defl)} U Z°(|l) = @ (2°(]]) ist leer)
2. w(l) =) Uz}

bzw., falls man (def]|) als Z°(||) auffaRlt:
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L We(]l) = {(def])}
2. WR([) =) U =

)}

und es gilt: An € N° (W™(]|) C¥™(])))

Wenn durch die Bedeutungserweiterung von »parallel« durch ein entspre-
chendes Verwendungskriterium =" (||) eine Aussage A(||) formulierbar und
verstindlich wird, dann wollen wir sagen, dafl A(||) relativ zum Hinter-
grundwissen W(||) U {Z™(||)} zuldssig formulierbar ist (formuliert werden
darf) und gemif =" (||) tiberpriift werden kann. Hierfiir schreiben wir kurz:

W) UAE(ID} = AD
4.1.  bedeutet somit:
P = AN =PI U D} -AD

Wenn unter Nutzung des Verwendungskriteriums 2"(||) die Aussage A(]|)
formuliert werden darf, dann darf die Nutzung des Verwendungskriteriums
="(]l) die Formulierung dieser Aussage nicht verbieten und mufl den
Wahrheitswert von A(||) erhalten. Die Einhaltung der Konsistenzforderung
bei der Einfithrung von =™ (]|) stellt dies sicher.

Nochmals: 2) Alle im Definiens vorkommenden freien Variablen treten auch
im Definiendum auf.

Kommen wir zur Begriindung von 2) fiir operative Definitionen, da bei
der obigen Diskussion (unter 2.4) fiir explizite Definitionen noch Vorbehal-
te bestanden. Die Forderung 2) ist fiir jede Ebene der Verwendungszu-
sammenhinge W"(||) erfiillt. Wie ist hier »Substituierbarkeit« zu verstehen?
Fiir explizite Definitionen bezog sich dies auf die Bedeutungsgleichheit von
Definiendum und Definiens in jedem Verwendungszusammenhang (»voll-

stindige Festlegung der Bedeutung«). Die sukzessive Erweiterung der Ver-
wendungszusammenhinge fiir (def]|) liRt nun die Rede von der »vollstin-
digen Festlegung« in einem angemessenen Verstindnis verstindlich wer-
den: Relativ zu jeder Ebene W"(||) sind die zulissigen Verwendungszu-
sammenhinge vollstindig festgelegt, denn W"(|) ist stets genau angebbar.
Sprechen wir bei (def||) von der beliebigen Substituierbarkeit des Ausdrucks
»parallel« durch das Definiens, so bedeutet dies nichts anderes, als dafl fir
alle Verwendungszusammenhinge von W"(||) der Ausdruck »parallel« er-
setzt werden kann durch die Rede des Zutreffens/Nicht-Zutreffens der rele-
vanten (etablierten) Sigma-Kriterien. Die Rede von »alle« bleibt stets ge-
bunden an die konstruierte W-Menge. Eine Rede von »alle« unabhingig
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dieser ist indes unzulissig, da ohne Angabe einer konstruktiven ¥-Menge
diese Rede indefinit wire.

3. Die Eindeutigkeit der Parallelitat

Ausgehend von den im Abschnitt 2 bereitgestellten poietischen und sprach-
lichen Mitteln auf der Basis der operativen Parallelendefinition wird in die-
sem Teil der noch ausstehende Eindeutigkeitsbeweis gefithrt. Da nur jene
poietischen und sprachlichen Mittel, welche ohne Eindeutigkeit etabliert
werden konnen, auch fiir den Eindeutigkeitsbeweis verwendet werden diir-
fen, ist vorher zu kliren, welche Mittel zusitzlich und zulissig zu verwen-
den sind. Im Hinblick auf die explizit zu bestimmende Menge aller zu be-
nutzenden Verwendungszusammenhinge ist zu kliren, durch welchen
Sachverhalt die Eindeutigkeitsbehauptung reprisentiert wird. Bei einem
entsprechenden Beweis ist wiederum darauf zu achten, daf} an keiner Stelle
des Beweisversuchs ein Mittel verwendet wird, das seinerseits die Eindeu-
tigkeit bereits voraussetzen wiirde.

3.1 Die sprachlichen Mittel

Der Grofiteil der fiir den Eindeutigkeitsbeweis benétigten Mittel wurde be-
reits durch die Beispiele eins, zwei und vier (aus 2.6) bereitgestellt. Die Bei-
spiele eins und zwei werden weiterhin durch die Verwendungskriterien = '(||)
bzw. 2*(||) reprisentiert. Das Verwendungskriterium des vierten Beispiels
bezeichnen wir indes jetzt mit 3(||). Die Erwihnung der erstgenannten Kri-
terien besitzt hierbei nicht zuletzt einen Vollstindigkeitscharakter, denn im
Vollzug des Beweises wird vor allem mit 33(||) operiert, das jedoch seiner-
seits auf 2'(||) und 2*(||) zuriickgreifen muf. ='(||) geht trivialerweise in den
gesamten Beweisaufbau ein, da das Operieren auf einer ebenen Bezugsun-
terlage — und damit die »Passung« zwischen einer Keilflanke und einer
ebenen Unterlage — unverzichtbar ist. 2*(||) wird indes in einigen Schritten
des Beweises ausdriicklich erwihnt, da die Erzeugung von (in relevanter
Hinsicht) formgleichen Kopien erweiterte poietische und sprachliche Hand-
lungsmoglichkeiten bereitstellt. Die Menge der Verwendungszusammen-
hinge bis einschlieRlich 33(||) bezeichnen wir entsprechend mit W3(||).

Die einzige Erweiterung, die noch vorzunehmen ist, betrifft die Rede
von »gleichen bzw. verschiedenen Offnungswinkeln« von Keilen. Da diese
Rede jedoch nicht an die Sigma-Kriterien fiir die Parallelitit (semantisch)
gebunden ist, kann sie unabhingig von W(||) etabliert werden. Betrachten
wir hierzu zwei beliebige Keile k' und k*. Die Rede von »gleichen bzw. ver-
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schiedenen Offnungswinkeln« kann dadurch operativ fundiert werden, dafl
man die beiden Keile k' und k* auf eine gemeinsame ebene Unterlage auf-
legt, ein Querschnittspaar zur Passung und ihre Zentralkanten in eine ge-
meinsame Kantenlage bringt. Spannen die nun verbliebenen freien Keil-
flanken von k' und k* eine gemeinsame Ebene auf, dann sind die Keile k'
und k* »offnungswinkelgleich«, andernfalls »6ffnungswinkelverschieden«
(sieche Abbildung 7). Wir wollen dieses Verwendungs- und Kontrollkriteri-
um mit (V) bezeichnen.

Abbildung 7

3.2 Nochmals »formgleich«

Obgleich im Zusatz zum zweiten Beispiel in 2.6 eine Verwendungsweise
von »formgleich« in bezug auf die Parallelitit bereits etabliert wurde, ist es
zweckmiflig, priziser darauf einzugehen, denn:

a) die Rede von »formgleich« beschrinkt sich nicht auf die Grundform der Paralle-
litat, sondern umfaflt in dem bereits etablierten Hintergrundwissen I (siehe Kri-
terium 4.4. in 2.6) mindestens noch die Rede von der Formgleichheit fiir die
Grundform der Ebenheit und die fiir die Grundform der Orthogonalitit,

b) »formgleich« ist in bezug auf die Pridikatoren fiir die (geometrischen) Grund-
formen ein Metapridikator, der Korpern stets nur relativ zu einem Formpridika-
tor zu- oder abgesprochen werden kann,

¢) Kontrollkriterien zum Feststellen einer »Formgleichheit« sind stets gebunden an
die zugrunde gelegte Form,

d

das in 2.6 angegebene Kontrollkriterium — das Aufspannen einer gemeinsamen

Ebene von Korpern auf einer gemeinsamen ebenen Unterlage — ist erst einmal
nur ein Kriterium zur Uberpriifung der »Formgleichheit« zwischen der Form an
einem Korper und einer in relevanter Hinsicht ununterscheidbaren Kopie, d.h.
die kopierte Form ist poietisch und (die Rede iiber sie) semantisch an ein Origi-
nal (bzw. an die Rede iiber dieses) gebunden,



https://doi.org/10.14361/9783839404751-010
https://www.inlibra.com/de/agb
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

182 | MATTHIAS WILLE

e

die »Formgleichheit« von Doppelkeilen ist semantisch primir an das Doppelkeil-
verfahren und damit an die Herstellung von »6ffnungswinkelgleichen« Keilen
gebunden und unabhingig von der relativen »Hohe« der Keilflanken zueinander,
f) die Relation der »Formgleichheit« soll alle Bedingungen fiir eine Aquivalenzrela-
tion erfiillen, wobei

g) die transitive Anwendung eines relevanten Kontrollkriteriums allererst die
»Formgleichheit« (beziiglich eines Formpridikators) sicherstellt.

Der Ausdruck »formgleich« soll wie folgt (syntaktisch) definiert werden: (defp)
Wir bezeichnen zwei Korper k' und k* hinsichtlich der Form § und des Kontrollkriteri-
ums C§(*,+) als formgleich, genau dann wenn es einen weiteren Korper k? gibt, so dafy
aus der Giiltigkeit von C§(k', ¥¥) und C§(K*, ¥°) die Giiltigkeit von C§(k', k*) folgt.

(defe) ist erst einmal nur eine Aussageform, da § und C§(*,+) in dieser Fas-
sung unbestimmt bleiben (k' und k* sind indes freie Variablen). Dies ist
jedoch zweckmiRig (und erforderlich), da die Rede von »formgleich« ohne
die Verwendung eines Formpridikators sinnlos ist. In diesem Verstindnis
gentiigt (defg) den obigen Punkten b) und c). Die semantische Bindung zwi-
schen § und C§(*,+) kann durch (defo) nicht weiter spezifiziert werden. Die
Bestimmung von zuldssigen Kontrollkriterien relativ zu einem Formpridi-
kator muf3 individuell erfolgen und orientiert sich an den bereits etablierten
sprachlichen und poietischen Mitteln, die jedoch im Einzelfall unterschied-
lich ausfallen kénnen. An die Existenz des weiteren Korpers k? wurden kei-
ne zusitzlichen Bedingungen gekniipft, da durch die Erfiillung des Anteze-
dens — C§(k', k¥*) und CF(k? k%) — festgelegt wird, welche (Form-)Eigenschaf-
ten k3 besitzen muR. Dies wird durch das C§-Kontrollkriterium reglemen-
tiert.

Ein Kontrollkriterium fiir die Ebenheit

In bezug auf die Ebenheit besteht ein Kontrollkriterium CE(*,+) in der frei
verschiebbaren, keine Richtung bevorzugenden »Passung« der Ebenen *
und +, d.h. wir bezeichnen zwei Ebenen e’ und e” als »formgleich«, genau
dann wenn es eine Ebene € gibt, so da aus der Giiltigkeit von CE(e’, €%
und CE(e*, €%) auch die Giiltigkeit von CE(e’, *) folgt. Die transitive An-
wendung von CE(*,+) besagt also nichts anderes, als daf$ aus der jeweiligen
(frei verschiebbaren, keine Richtung bevorzugenden) Passung von zwei
Ebenen mit einer dritten auch die (frei verschiebbare, keine Richtung be-
vorzugende) Passung untereinander folgt. Ist dies nicht der Fall, dann ist
mindestens eine der Oberflichen keine Ebene.
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Ein Kontrollkriterium fiir die Orthogonalitit

In bezug auf die Orthogonalitit besteht ein Kontrollkriterium CO(*,+) in
der »Passung« der freien Keilflanken der Keile * und +, wobei die jeweils
zweite Keilflanke auf einer gemeinsamen ebenen Bezugsunterlage aufliegt.
Wir bezeichnen zwei rechte Keile k' und k* als »formgleich«, genau dann
wenn es einen rechten Keil k* gibt, so dafl aus der Giiltigkeit von CO(K', k%)
und CO(K?, k%) die Giiltigkeit von CO(K', k?) folgt. Die transitive Anwendung
von CO(*,+) besagt also nichts anderes, als dafl aus der jeweiligen Passung
der freien Keilflanken von zwei rechten Keilen mit der freien Keilflanke ei-
nes weiteren rechten Keils (auf einer gemeinsamen ebenen Bezugsunterla-
ge) auch die Passung der freien Keilflanken untereinander folgt. Ist dies
nicht der Fall, dann ist mindestens einer der Keile kein rechter.

Ein Kontrollkriterium fiir die Parallelitiit

In bezug auf die Parallelitit besteht C||(*,+) in {Z*(||)} U {Z}(]|)}. Wir be-
zeichnen zwei Doppelkeile d' und d* als »formgleich«, genau dann wenn es
eine Ebene e gibt,® so daR aus der Giiltigkeit von C||(d’, €) und Ci||(d?, €)
die Giiltigkeit von C||(d", d*) folgt. »Formgleich« bedeutet in diesem Fall
also nichts anderes, als daR die Lage der freien Keilflanken (Ebenen) von d',
d? und e zueinander gemif 2*(||) oder 23(||) »parallel« sind:

(defo||) Wir bezeichnen zwei Doppelkeile d' und d* als »formgleich«, genau dann
wenn es eine Ebene e gibt, so daR aus der Parallelitit der freien Keilflanke von d' und
der Ebene e (gemif {=*(|))} U {Z3(|))}) sowie aus der Parallelitit der freien Keilflanke
von d*und der Ebene e (gemiR {=*(||)} U =*{(]|)}) die Parallelitit der freien Keilflanken
von d' und d* (gemiR {=*(||)} U {Z*(]|)}) folgt.

Ist dies nicht der Fall, dann ist mindestens eine freie Keilflanke (Ebene)
zu den beiden anderen Ebenen (Keilflanken) nicht parallel. Man sieht be-
reits anhand des C||-Kriteriums, daR man fiir den Nachweis der Form-
gleichheit von Doppelkeilen maflgeblich auf die relative Lage von Ebenen
angewiesen ist. Oben wurden zwar freie Keilflanken von Doppelkeilen (d'
und d*) zur Formulierung des C|-Kriteriums verwendet, jedoch kann die
Formulierung des Kontrollkriteriums auf die Rede von Doppelkeilen ver-
zichten und allgemein mit der Rede iiber Ebenen erfolgen.’

15 | Dies kann folglich auch die freie Keilflanke eines weiteren Doppelkeils
sein.
16 | Vgl. Wille (2002: 203f)).



https://doi.org/10.14361/9783839404751-010
https://www.inlibra.com/de/agb
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

184 | MATTHIAS WILLE

3.3 Zur Rede uber den »formgleichen Umbau« von Doppelkeilen

Janichs Satz 1 in Janich (1992: 78) besagt, dafl Doppelkeile unter Wahrung
der Formgleichheit »umgebaut« werden kénnen. Die Rede vom »Umbau«
betrifft nichts anderes als die operative Gleichstellung von Keilen eines
Doppelkeils und ist bereits in der Charakterisierung des Doppelkeilbegriffs
verortet. Mit dem Doppelkeilverfahren werden in einem Schritt »6ffnungs-
winkelgleiche« Keile erzeugt, die dann in die bereits prizisierte Wechsel-
lagebeziehung gebracht werden. Da in diesen von Janich ausgefiihrten
Handlungsanweisungen keiner der erzeugten Keile einen Namen - und
damit einen ausgezeichneten Status — erhalten hat, besitzen die Hand-
lungsanweisungen gegeniiber den erzeugten »offnungswinkelgleichen«
Keilen einen allgemeinen Charakter. Unabhingig der je individuellen
(Aus-)Wahl liegt als Resultat des Doppelkeilverfahrens ein Doppelkeil vor,
d.h. zwischen den erzeugten Keilen bestehen in relevanter Hinsicht keine
operativen Unterschiede. Dies wird explizit in Janichs Satz 1 in Janich
(1992) festgehalten.

Damit kann einem mdoglichen Miflverstindnis vorgebeugt werden, auf
welches bereits im Punkt e) unter 3.2 Bezug genommen wurde: die Rede
von der »Formgleichheit von Doppelkeilen« ist gemif (defop|) semantisch
unabhingig von der Groéfe der Passungsfliche der in Wechsellage befindli-
chen Keile eines Doppelkeils. Weder nach den Handlungsanweisungen des
Doppelkeilverfahrens noch nach den darauf aufbauenden Sigma-Kriterien
fur die Parallelitit wurde vorausgesetzt oder gar unterstellt, dafl die Pas-
sungsfliche zwischen den Keilen »maximal«, »minimal« oder dhnliches ist.
Die relevante Form eines Doppelkeils — die parallelen (freien) Keilflanken —
ist operativ gebunden an die Herstellung von 6ffnungswinkelgleichen Kei-
len und der bereits ausgefithrten Wechsellagebeziehung. Doch die Charak-
terisierung der Wechsellagebeziehung sagt lediglich etwas dariiber aus, daf}
sich die Keile mit je einer Keilflanke in »Passung« befinden miissen. Wie
»grof3« resp. wie »klein« diese gemeinsame Passungsfliche sein soll, wird
durch die Handlungsanweisungen nicht normiert. Die Grofle der Pas-
sungsfliche zwischen den Keilen tragt nichts beziiglich der Lage der freien
Keilflanken zueinander aus. Kurz: Durch die entsprechende Handlungsan-
weisung des Doppelkeilverfahrens mufl lediglich sichergestellt werden, dafl
»Passung« vorliegt. Dies ist der Fall.

Wird nun einer der beiden Keile eines Doppelkeils (gemif 3(V)) durch
einen 6ffnungswinkelgleichen Keil substituiert, dann besitzt das Resultat
dieser Substitution in relevanter Hinsicht dieselbe Form wie der Ausgangs-
doppelkeil, denn die Substitution ist gegeniiber den einzig relevanten Krite-
rien — Offnungswinkelgleichheit und Wechsellagebeziehung der Keile - in-
variant.
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Um Mifverstindnissen vorzubeugen, sollte nochmals festgestellt wer-
den, dafd unter der Rede von der »Formgleichheit von Doppelkeilen« nicht
mehr aber auch nicht weniger zu verstehen ist, als (defg||). Mit der Rede
von »formgleich« wird also nicht auf weitere individuelle Aspekte der Keile
— »Grofle« der Passungsfliche, Linge der Keilflanken etc. — Bezug genom-
men. Ausschlielich die relevanten Kriterien — Offnungswinkelgleichheit
und Wechsellagebeziehung — sind zu beriicksichtigen, um eine mégliche
Formgleichheit nachzuweisen. Sind diese Kriterien durch entsprechende
poietische Handlungen erfillt, dann besitzt auch das Herstellungsresultat
parallele (freie) Keilflanken bzw. Ebenen.

3.4 Prazisierung der Eindeutigkeitsforderung

Durch (defg]|) wurde normiert, was unter der »Formgleichheit von Doppel-
keilen« zu verstehen ist. Jeder Doppelkeil liefert gemif (def||) parallele freie
Keilflanken. Die Eindeutigkeitsbehauptung — die dann wahr ist, wenn der
entsprechende Eindeutigkeitsbeweis gelungen ist — besteht in dem Sach-
verhalt, daf} jede regelgeleitete, gelungene (und damit ungestorte) Aktuali-
sierung des Schemas des Doppelkeilverfahrens zu Resultaten fihrt, die
hinsichtlich der Grundform der Parallelitit ununterscheidbar sind. Das Kri-
terium zum Feststellen dieser Formgleichheit ist durch (defo||) festgelegt.
Es ist also nachzuweisen, dafl (defo||) fiir alle Doppelkeile erfiillt ist. Die
nun zu beweisende Eindeutigkeitsbehauptung lautet somit:

Alle Doppelkeile erfiillen (defo||).

Die Eindeutigkeitsbehauptung kann auf verschiedenen Wegen bewiesen
werden, denn es wird durch das Antezedens von (defp]|) nichts dariiber
ausgesagt, durch welchen individuell charakterisierten Sachverhalte CJ|(d’,
e) und C| (d? e) erfiillt werden. Es muR ja lediglich sichergestellt sein, daf}
d'|le und d*||e gemif den Verwendungszusammenhingen von W3(||) gilt.
Ist dies der Fall, dann ist zu zeigen, dafl der je daraus resultierende Sach-
verhalt das C||-Kriterium fiir d* und d* erfiillt.

3.5 Ein Eindeutigkeitsbeweis

Sachverhaltsbestimmung: Analog zu Janich (1992) gehen wir von zwei be-
liebigen Doppelkeilen d' und d* aus, bei denen sich je eine (ehemals freie)
Keilflanke d'™ und d*™ mit einer gemeinsamen ebenen Unterlage u in
»Passung« befindet (siehe Abbildung 8).

Nach 2'(||) gilt fiir die verbliebenen freien Keilflanken d'™? (im Bild: a)
und d*™ (im Bild: b): d'™ |u und d*™ |u. Damit ist das Antezedens von
(defe]|) erfiillt, denn gemiR ='(||) gilt C||(d", u) und C||(d* u). Nach dem
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Abbildung 8

Bezugsunterlage u a//u und b//u; a//b?

C||-Kriterium fiir den Nachweis der Formgleichheit ist zu zeigen, dafl dann
d'er||d*™ gilt, d.h. C|(d', d*) und damit das Sukzedens von (defp|) er-
fullt ist. Im Unterschied zum Beweisansatz von Janich (1992) (dort die
Heuristik des Widerspruchsbeweises) wird der Beweis direkt gefiihrt, der
sich im Poietischen unmittelbar andemonstrieren 14f3t. Es sind zwei Fille
zu unterscheiden:

erster Fall: die Keile des Doppelkeils d' sind »6ffnungswinkelgleich« zu den Keilen
des Doppelkeils d*
zweiter Fall: die Keile des Doppelkeils d' sind »6ffnungswinkelverschieden« zu den

Keilen des Doppelkeils d*
erster Fall

Da die Keile der Doppelkeile d' und d* gemifl (V) sffnungswinkelgleich
sind, kénnen sie unter Wahrung der Formgleichheit wechselseitig substitu-
iert werden, da sie in relevanter Hinsicht (hinsichtlich des Offnungswin-
kels) ununterscheidbar sind. Bezeichne nun d" und d'* die Keile von d" und
d*' sowie d** die Keile von d*. Betrachten wir den Doppelkeil d": ohne Ein-
schrinkung liegt der Keil d"” in Wechsellage unter dem Keil d". Wir erset-
zen nun d" durch den in relevanter Hinsicht (hinsichtlich des Offnungs-
winkels) ununterscheidbaren Keil d*' (siehe hierzu und folgend Abbildung 9).

Abbildung 9

Doppelkeil d' Doppelkeil d” Doppelkeil d"” = d*
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Den so erzeugten Doppelkeil bezeichnen wir kurz mit d”. d” ist zu d'
formgleich, da die freien Keilflanken von d' und d” gemif =*(||) eine ge-
meinsame Ebene aufspannen (sie sind identisch). Den Keil d" ersetzen wir
folgend durch den 6ffnungswinkelgleichen Keil d**. Der so entstandene
Doppelkeil wird mit d"” bezeichnet. d"” ist zu d” und mithin auch zu d*
formgleich, da d” und d"” gemif 2*(||) eine gemeinsame Ebene aufspan-
nen (auch sie sind identisch). d"” ist jedoch nach Konstruktion identisch
mit d*. Folglich spannt auch die freie Keilflanke von d* mit der freien Keil-
flanke von d' gemif =*(||) eine gemeinsame Ebene auf. Es gilt also C||(d’,
d?), und (defe]|) ist erfiillt. Damit ist dieser Fall abgeschlossen.

zweiter Fall

Ohne Einschrinkung gehen wir davon aus, daR die Keile d" und d'* des
Doppelkeils d' gemif =(A) einen »groReren Offnungswinkel« besitzen als
die Keile d* und d** des Doppelkeils d* Wir legen einen der beiden Keile
von d* mit einer der beiden Keilflanken auf eine ebene Unterlage auf. Ana-
log dem Vorgehen zur Etablierung der Rede iiber »unterschiedliche Off-
nungswinkel« legen wir einen der beiden Keile von d' mit einer Keilflanke
ebenfalls auf die Unterlage auf, so dafl die Querschnitte der Keile zur Pas-
sung gebracht werden und die Zentralkanten eine gemeinsame Kantenlage
aufweisen. Nun vollziehen wir entlang — in ebener Verlingerung — der frei-
en Keilflanke des Keils von d* einen ebenen Schnitt durch den Keil von d'
(siehe Abbildung 10).

Abbildung 10

Als Resultat erhalten wir gemifl (V) — und analog dem Verwendungszu-
sammenhang von 2*(||) — eine in relevanter Hinsicht formgleiche Kopie des
Keils von d*. Mit dem Schnitt entlang (in ebener Verlingerung) der freien
Keilflanke des Keils von d* erzeugen wir eine gemeinsame Ebene zwischen
der freien Keilflanke und der erzeugten Ebene. Nach der Rede tiber die
»Gleichheit bzw. Verschiedenheit von Offnungswinkeln« sind diese nun
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gemifl 3(A) gleich, da die freien Keilflanken eine — nach Konstruktion —
gemeinsame Ebene aufspannen. Durch den Schnitt wird der Keil von d'
geteilt. Eines der Keilstiicke ist nun eine (6ffnungswinkelgleiche) Kopie des
Keils von d*.

Dieses Vorgehen wiederholen wir auch fiir den zweiten Keil von d', d.h.
wir erzeugen eine weitere Kopie des Keils von d?, die ebenfalls gemif (V)
zu dem Keil von d* éffnungswinkelgleich ist. Uber die verbliebenen, eben-
falls miterzeugten Keilstiicke der Keile von d' wissen wir nun, dafl sie off-
nungswinkelgleich sein miissen. Beide Keile von d' sind nach Konstruktion
Sffnungswinkelgleich. Selbiges gilt fiir beide Keile von d*. Mit dem angege-
benen Verfahren haben wir 6ffnungswinkelgleiche Kopien der Keile von d*
hergestellt, d.h. der Offnungswinkel der Keile von d' wurde um den Off-
nungswinkel der Keile von d* »verkleinert«. Auch die Offnungswinkel der
verbliebenen Keilstiicke der Keile von d' sind 6ffnungswinkelgleich. Nach
Passung der beiden (bearbeiteten) Keile von d' an den Querschnitten und
der gemeinsamen Kantenlage der Keilspitzen, spannen die nun verdeckten
(erzeugten) Schnittebenen nach Konstruktion eine gemeinsame Ebene auf
(siehe Abbildung 11).

Abbildung 11

Auf eben dieser Ebene liegen nun jeweils die verbliebenen Keilstiicke auf,
deren freie Keilflanken nun ihrerseits nach Konstruktion des Doppelkeils d
gemif (V) eine gemeinsame Ebene aufspannen. Damit ist das Kontrollkri-
terium X(V) fiir die »Gleichheit der Offnungswinkel« erfiillt. Die verbliebe-
nen miterzeugten Keilstiicke sind gemifl 3(V) sffnungswinkelgleich.
Damit haben wir operativ die Herstellbarkeit von weiteren Doppelkeilen
sichergestellt, denn sowohl die hergestellten Kopien der Keile von d* als
auch die verbliebenen Keilstiicke von d' erfiillen paarweise die Doppelkei-
leigenschaft und bilden in jeweiliger Wechsellage einen Doppelkeil. Wih-
rend die hergestellten Kopien der Keile von d” ihrerseits in Wechsellage ei-
ne Kopie des Doppelkeils von d* darstellen, haben wir mit den verbliebenen
Keilstiicken von d' einen neuen Doppelkeil d® hergestellt. Den Aufbau von
d’ wollen wir wie folgt charakterisieren: seien d*” und d**’ die beiden herge-
stellten Kopien der Keile von d*. Die beiden verbliebenen Keilstiicke von d'
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bezeichnen wir mit d*' und d**. Die Paare {d*", d*'} und {d**, d**} reprisen-
tieren die Keile d" und d"*. Da der — unter Wahrung der Formgleichheit —
bearbeitete Doppelkeil d' nun nicht mehr aus zwei, sondern aus vier Keilen
besteht, wollen wir ihn kurz als »Mehrfachdoppelkeil« bezeichnen. Um die
Darstellung moglichst iibersichtlich zu gestalten, reden wir von »unten«
bzw. »oben« immer relativ zur Bezugsunterlage u. Wenn demnach der Keil
d" unter dem Keil d” in Wechsellage liegt, so bedeutet das nun, dal d*”
und d* unter d** und d** in Wechsellage liegen. Da fiir die Erzeugung der
Schnitte durch d" und d'* keine Keilflanke ausgezeichnet wurde, ist die je-
weilige Lagebeziehung zwischen d*” und d*' bzw. d** und d** kommutativ.

Gehen wir also von dem Sachverhalt aus, dafl der Keil {d**, d*} in
Wechsellage unter dem Keil {d*”, d*'} liegt. Ohne Einschrinkung nehmen
wir an, daf sich die Keile d* und d** in Wechsellage direkt beriihren (siehe
Abbildung 12). Entfernen wir nun d*", so liegt der Doppelkeil d® (bestehend
aus d* und d**) auf der (nicht mehr freien) Keilflanke von d** auf. Da Dop-
pelkeile nach Janich (1992) formgleich (relativ zur Unterlage) umgebaut
werden kénnen, vertauschen wir d* und d** (fiir diese und die folgenden
Ausfiithrungen siehe Abbildung 12).

Abbildung 12

Doppelkeil d3 liegt auf Doppelkeil d3 liegt auf formgleicher Umbau relativ
freier Keilflanke von d22' freier Keilflanke von d22'  zur freien Keilflanke von d21'in S12

Da an der Form des Mehrfachdoppelkeils nach Entfernung von d*” durch
den Umbau nichts verindert wurde, erhalten wir durch Wiederherstellung
der alten Lage von d*” einen formgleichen Mehrfachdoppelkeil, d.h. die
freie Keilflanke von d*" ist zur Unterlage u parallel. Es liegt nun folgender
Sachverhalt vor: d** liegt in Wechsellage zu d*'. Letzterer befindet sich zu-
sitzlich in Wechsellage zu d** und dieser wiederum in Wechsellage zu d*”.
Der nichste Beweisschritt besteht nun in der Separierung der Doppelkeile
d*” und &, d.h. es muR gezeigt werden, dafl der Mehrfachdoppelkeil unter
Wahrung der Formgleichheit so umgebaut werden kann, dal der Doppel-
keil d* unter dem Doppelkeil d* liegt. Hierfiir sind nun wiederum zwei Fil-
le zu unterscheiden:

dritter Fall: d*" und d* (und somit auch d** und d**) besitzen denselben Offnungs-

winkel
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vierter Fall: d*” und d* (und somit auch d** und d**) besitzen verschiedene Off-

nungswinkel
dritter Fall:

Besitzen d*”, d*, d** und d** denselben Offnungswinkel, dann sind sie in
relevanter Hinsicht ununterscheidbar und koénnen unter Wahrung der
Formgleichheit des Mehrfachdoppelkeils beliebig gegeneinander substitu-
iert werden.” Mit dem Umbau zwischen d*” und d* haben wir folgenden
Sachverhalt realisiert: d** liegt nun in Wechsellage unter d*', und d** liegt
in Wechsellage unter d*”. Damit liegt der Doppelkeil d* unter dem Doppel-
keil d.

vierter Fall:

Im Fall der Offnungswinkelverschiedenheit kann von dem Mittel des form-
gleichen Umbaus nicht Gebrauch gemacht werden. Statt dessen wird die
von Janich (1992: 77, 2001: 66f.) etablierte Keil-Kerbe-Invarianz (KKI) be-
nutzt. Dafiir muf sichergestellt werden, dafl die relevanten Korper (die in
Wechsellage befindlichen 6ffnungswinkelverschiedenen Keile) als Keile be-
handelt werden diirfen.

Betrachten wir hierzu ohne Einschrinkung die in Wechsellage befindli-
chen Keile d*” und d**. Da d*” und d** verschiedene Offnungswinkel besit-
zen, reprisentieren sie nach den poietischen und sprachlichen Mitteln kei-
nen Doppelkeil, d.h. die Keilflanken der in Wechsellage befindlichen Keile
sind weder nach (def]|) noch nach einer etablierten sprachlichen Erweite-
rung von ¥(||) zueinander parallel. Dies bedeutet, daft die Keilflanken eine
gemeinsame Kante erzeugen konnten. Der verwendete Konjunktiv betrifft
den Sachverhalt, daft die in Wechsellage befindlichen Keile erst einmal kei-
ne gemeinsame Keilspitze besitzen. Eine solche Keilspitze kann jedoch an
einer hergestellten (formgleichen) Kopie aufgewiesen werden. Hierfiir be-
trachte man wiederum jene Schnitthandlung, die oben bereits erliutert
wurde. Man lege den Kérper, der aus d*” und d** besteht, mit einer freien
Keilflanke auf eine ebene Unterlage auf. Jener Korper, an dem eine Kopie
hergestellt werden soll, mufl bereits zwei zueinander orthogonale Ebenen
aufweisen. Eine der beiden Ebenen wird ebenfalls mit der Unterlage in Pas-
sung gebracht und die andere mit dem Querschnitt der in Wechsellage be-
findlichen Keile. Nun vollzieht man entlang der freien Keilflanke (in ebener
Verlingerung) einen Schnitt durch den Koérper und verlingert diesen, bis
der Schnitt die ebene Unterlage beriihrt (siehe Abbildung 13).

17 | Es wiederholt sich hier das Vorgehen des ersten Falles.
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Abbildung 13

Zwei in Wechsellage befindliche 6ffnungswinkelverschiedene Keile besitzen zusam-
men die Keileigenschaft, d.h., der Keil kann so verlingert werden, dass die Zentral-
kante die Bezugsunterlage schneidet.

Die Berithrung des Schnittes mit der Unterlage wird durch die fehlende
Drehinvarianz des zu kopierenden Korpers sichergestellt, denn die Keil-
flanken der in Wechsellage befindlichen Keile sind nicht zueinander paral-
lel. Die durch den Schnitt erzeugte Kante zwischen Schnitt- und Unterlage-
nebene ist die zu konstruierende Keilspitze. Da der zu kopierende Korper
mit seiner Kopie gemifl (V) und 2*(||) eine gemeinsame (erzeugte) Ebene
aufspannt und die Kopie eine Offnungswinkel besitzt, kann mit den sprach-
lichen Mitteln von einer »Offnungswinkelgleichheit« zwischen dem Kérper
{d?*, d*"} und seiner Kopie gesprochen werden. Da Kérper und Kopie nun
in relevanter Hinsicht ununterscheidbar sind, reprisentieren die in Wech-
sellage befindlichen Keile d*" und d** (sowie {d**’, d3'}) einen »Keil«. Somit
kann fiir die Keile {d*", d**} und {d**, d*'} das Mittel der KKI zulissig ge-
nutzt werden.

Betrachten wir nun wieder den Mehrfachdoppelkeil {d**, d*, d**, d*"}.
Legen wir auf die freie Keilflanke von d*” einen beliebigen Kérper mit einer
ebenen Oberfliche auf, so dafl sich die Ebenen in Passung befinden, so be-
findet sich der Keil {d*”, d**} in Passung mit einer erzeugten Kerbe (fiir
diese und die folgenden Ausfiithrungen siehe Abbildung 14).

Abbildung 14: Umbau des Mehrfachkeils mittels Keil-Kerbe-Invarianz (KKI)
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Nach der KKI pafdt der Keil unter Wahrung der Formgleichheit auch nach
einer Drehung wieder in die Kerbe. Nach der Drehung gilt nun fiir den
Mehrfachdoppelkeil: {d**, d*', d*”, d**}. Nach Konstruktion befinden sich
nun die Keile d*” und d* in Gleichlage, d.h. sie reprisentieren nach
Schnittkonstruktion einen Ursprungskeil des Doppelkeils d'. Nach einer
nochmals auszufithrenden Drehung des Keils {d*”, d*'} ist gemif der KKI
die Passung und die Wahrung der Formgleichheit sichergestellt. Fiir den
Mehrfachdoppelkeil gilt nun: {d**, d*", d*, d**}, d.h. d** liegt in Wechsel-
lage unter d*” und d* in Wechsellage unter d**. Damit ist auch dieser Fall
abgeschlossen, denn der Doppelkeil d* liegt nach dem Umbau des Mehr-
fachdoppelkeils unter dem Doppelkeil d3.

Wir substituieren nun die Keile d*” und d** des Doppelkeils d* durch
die in relevanter Hinsicht ununterscheidbaren Keile d* und d** des Dop-
pelkeils d* (siehe Abbildung 15).

Abbildung 15

freie Keilflanke des Doppelkeils d1

Formgleicher Umbau durch di durch den formgleichen (6ffnungswinkelgleichen)
Umbau von d2’ durch d2; gemif = (//) gilt fur die Keilflanken des Doppelkeils d3:
a//b; damit folgt, dass die Keilflanken von d1 und d2 parallel zueinander sind; somit
gilt: wenn a//uund b//u, dann a//b

Wir haben nun den Sachverhalt realisiert, dal der Doppelkeil d* unter dem
Doppelkeil d® liegt. Die freie Keilflanke von d? ist jedoch identisch mit der
freien Keilflanke des Doppelkeils d'. Mit der Passung von d® auf d* und der
gemeinsam aufgespannten Ebene mit d' folgt mit *(||) die Parallelitit zwi-
schen der freien Keilflanke von d' und der oberen Keilflanke von d*. Damit
ist C||(d", d*) und mithin auch das Sukzedens von (defp||) erfiillt. Somit ist
(defe]|) auch fiir diesen — letzten — Fall erfiillt.

Mit dem Nachweis der Fille eins und zwei ist bewiesen, dafl (defg]|)
durch beliebige — und damit alle — Doppelkeile erfuillt wird. Kurz: Alle Dop-
pelkeile erfiillen (defp|| ). Damit ist die Eindeutigkeit fiir das Realisierungsver-
fahren fur die Grundform »parallel« bewiesen.
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